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CERTAINES PROPOSITIONS DE CARACTÈRE 
»EPIDERMIQUE« RELATIVES AUX INÉGALITÉS 
DIFFERENTIELLES 


Par T. WAZEWSKI (Krakow) 


Les fonctions, telles que |z|, u(2,,...,2n) =) 5e; interviennent 
comme fonctions auxiliaires dans divers théorèmes sur Puni- 
cité et sur l’évaluation des intégrales de systèmes d’equa- 
tions différentielles ainsi que dans certains théorèmes relatifs 
a l'évaluation de la faute que l’on commet dans la solution 
approchée des systèmes d'équations différentielles. 

Un rôle auxiliaire analogue est joué par la fonction 


W EE — |S aiziz, la forme quadratique J'æijzız; étant po- 
ij 


sitivement définie. Or ces fonctions ont le désavantage con- 
‘sistant en ce qu’elles ne possèdent pas de dérivée unique en 
un point isolé. Ainsi la dérivée bilatérale de |z| mexiste pas 
pour z=0, et les dérivées partielles des fonctions u(2,,...,2n), 
Ve cae N EXistent pas au point j= hS -s =n 0s 

Les démonstrations courantes des théorèmes relatifs à luni- 
cité ou à l'évaluation des intégrales se basent sur certains 
théorèmes relatifs aux inégalités différentielles que vérifient 
les fonctions composées, telles que 


p(æ)=|plx)|, a(x) =u(gu{(x),….,pn(x)), ol) = vx), …,gnit)) 


où les fonctions g(x) et p(x) sont différentiables. 

Or, la dérivée de y(x), o(x) et o(x) n’existe pas toujours 
aux points x vérifiant les relations g(x)=0 ou bien g(x) =... = 
= ,(¢) =0. L'ensemble de tels points sera désigné par Z. 

On peut éviter la difficulté provenant de la non-existence 


des dérivées y(x), o'(x), o'(x), en introduisant les dérivées 
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droites et gauches y,(x) et y_(æ)1) ou bien en introduisant 
les nombres dérivés inférieur ou supérieur à gauche ou 
a droite ?) 


D 


LAN) a(x), Day a(x), Dy a(x), DE) F(a). 


Cependant lintroduction des nombres dérivés de y, o, ọ 
et la démonstration de certaines propriétés de ces nombres 
dérivés (p. ex. celle de l'inégalité |g(x)|4. < |p'(x)|) sont em- 
barassantes pour la raison que le cas où æ appartient à Pen- 
semble Z exige toujours une considération à part. 

Le but du présent article est d’éliminer la nécessité de 
s'occuper des points xe Z. Nous pouvons l’attcindre grace à la 
remarque que certains théorèmes sur les inégalités différen- 
tielles ont un caractère ,,épidermique”. 

C’est en remaniant l’éncncé des théorèmes connus de façon 
a mettre au jour leur caractère ,,épidermique” que nous par- 
venons à rendre superflues les considérations relatives aux 
points x appartenant à l’ensemble Z (c.f. les Propositions II 
du $3 et III du § 8). 

Dans le $ 12 nous indiquons une modification (ayant un 
caractère ,épidermique”) d’un théorème sur les accroissements 
finis. 

S f. Ziypothèse FH. La fonction f(x, y) est définie et 
continue dans un ensemble ouvert Q. 


(Lai) y= t(a) 
désigne Vintégrale supérieure de l’équation 
(1.2) y= f(x, y) 


issue du point (a,c) 
c=T(a). 
Cette intégrale est déterminée dans un intervalle 
A=|a,b), (a<æ<b). 
Voici d’abord une proposition bien connue. 


1) KE. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, p. 92. 

2) T. Wazewski, Systemes des équations et des inegalites differen- 
tielles ordinaires aux deuxièmes membres monotones et leurs applications, 
Ann. Soc. Polen. Math. volume XXIII, p. 124, Théorème 2. 
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Proposition 1, Admettons V Hypothèse H relativement à f(x,y) 
et à t(x). La fonction p(x) etant continue dans a<x<b, déri- 
vable dans a<x<b, telle que 


(1.3) pla) <ta) =c 
(1.4) gx) <ilæ,gla)) pour a<s<b 


et telle que le diagrame de y= g(x), (a<æ<b), fait partie de 2, 
alors on a 


(1.5) olx) <t(x) dans a<æxæ<b. 


§ 2. Epiderme supérieur de y=T(x). Soit e(x) > 0 une 
fonction continue dans l'intervalle a<x< b. L’ensemble E° com- 
posé des points (x,y) pour lesquels 


(2.1) (æ,y)eND, a<x<bdb, T(x)<y<T(x)+Ee(x) 


sera dit épiderme supérieur (d'épaisseur e(x)) de l'intégrale 
supérieure y=1(2). 


Remarque 1. Notons que l’épiderme Æ° se compose exclu- 
sivement des points situés au dessus de l’intégrale y = t(x), 
et ne contient aucun point de celle-ci. De même aucun 
point de la ligne =a n’appartient à E*. Ceci provient de ce 
que, dans lez relations (2.1) intervient le signe < et non 
‘pas <. 

Voici maintenant une proposition faisant apparaitre le ca- 
ractere épidermique de la Proposition I. 


§ 3. Proposition II. Admettons l Hypothèse H (cf. $ 1) rela- 
tivement à Véquation (1.2) et à son intégrale supérieure t(x). 
Supposons que la fonction (x) soit continue dans Vintervalle 
a<x<b sans supposer qu’elle y soit derivable en tout point et 
que le diagramme de la fonction v(x) appartienne a Vensemble Q 
(dans lequel le deuxième membre de Véquation différentielle (1.2) 
est determiné). 

Supposons que 


(3.1) pla) < rla) =e 
et que la dérivée p'(x) existe pour tous les points x pour lesquels 


(3.2) (æ,p(t)eQ, a<x<b, 7r(x)<o(x)<r(x)+e(x) 
1* 


4 T. WAZEWSKI 


et qu'elle satisfaisse, pour ces points, à la condition 
(3.3) p (©) <f(x, q(æ)). 

Cela posé Von a 

(3.4) pit) Lt(x) pour a<x<b. 

Remarque 2%, La prémisse liée aux relations (3.2) exprime 
que l'inégalité différentielle (3.3) a lieu lorsque le point (a, o(æ)) 
appartient à Q et à l’épiderme E° (cf. § 2) 

(2, g(x)) € Q FE”. 

C’est donc dans cette prémisse que réside le caractère 
»épidermique” de la Proposition IT. 

Démonstration. Supposons, pour la démonstration par 
impossible, que l’on ait pour un certain € 
(3.5) ASE<O, H(E) >7(E). 

En vertu de (3.5) et de (3.1) Végalité =a est impossible. 


On a done 
a<xE<b. 


Comme (a) <T(a), q(£) > T(£) et les fonctions g(x) et r(x) 
sont continues, il existe un nombre ¢, tel que 


AaLÊ<E, pÊ)=T(). 
Désignons par a, la borne supérieure de tels ¢. On a 
(3.6) a <<, p(u)=T,(a)*) 
(3.7) g(æ)>T(æ) pour 4a<T<E. 
Le point (a,,t(a,)) appartient à l’ensemble 2 car il est situé 
sur l'intégrale y=t(x) dont le diagramme appartient a Q. 


L'ensemble 2 étant ouvert et e(xæ) > 0 continue, on aura, 
en vertu de la continuité de g(x) et en raison de (3.7) 


(3.8) (æ,g(æ)) ef pour a<æt<b,<EË 
(3.9) (aj<g(a)<t(r) +e”) pour a<t<b, 


pourvu que le nombre b, (où b; >a,) soit situé suffissamment 
près de æ. L’inégalité (3.3) aura done lieu pour q< 2 < dy. 


3) Lregalité a,=€ n’est pas possible car q(a,)<r(a,) et (§) > ré), 
(ci 35): 


INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES 5 


Remplacons, dans la Proposition I ($ 1), l'intervalle a<æ<b 
par l'intervalle a <æ<b,. Les prémisses de la Proposition I 
subsisteront en raison de (3.3), (3.6), (3.8) et (3.9). La thèse 
(1.5) de la Proposition I 

p(x)<T(x) pour a<x<b,<é 
aura donc lieu, ce qui est incompatible avec l’inégalité (3.9). 
La Proposition II se trouve ainsi démontrée. 


§ 4 La proposition II peut être appliquée au problème 
de l’unicité et de la limitation des intégrales des équations 
différentielles (cf. $ 5). Avant de passer aux exemples d’une 
telle application de la Proposition II nous noterons quelques 
inégalités déduites du fait que la dérivée (au sens ordinaire) 


de |u| existe lorsque u+0 et les dérivées partielles de |/ Du? 
i 
existent lorsque Zu? >0. On a évidemment 


d| u | d| u | 


(4.1) LE = ] lorsque u > 0 et +, = — ] lorsque u<0, 
(4.2) IF Li wd lorsque Ju? > 0. 
Uj i 2 i 


; i 


Supposons que les dérivées y’(x) et y;(x),...,yp(@) existent 
pour un certain v. Il vient, d’après (4.1) 


d\yp(æ)| _ dy(x) 


dx dx 


d\y(x)| _ 22 2) lorsque y(x)< 0 


lorsque y(x) > 0 


ax 
d’où 
(4.3) ie | < ini D) lorsque w(x) + 0. 


Il vient aussi, d’après (4.2), 


+ DETTE )P = 2 prier E ous lorsque 2 Ti æ) P > 0. 
(a 


dx 


Posons 
ts ee, | by = dy 
“y — a U . 
D [y]? dx 
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On a ġa? =1 et, d’après l'inégalité de Lagrange, 
J 
aM, b, < (30330; = = D b2. 
i + 


b; 


De 1a p résulte que 
(4.4) VS x)P SSI s)P lorsque Jiya) P > 0. 


§ 5. Exemple 1. Voici un lemme bien connu servant de 
base à la démonstration de l’unicité des intégrales de l’équa- 
tion y'—g(x,y) dont le deuxième membre vérifie la condition 
de Lipschitz |g(x,y)—g(x,y)| < N|y—yl. 


Lemme. Supposons que Von ait 


(5.1) lp'(a)|<N|ylw)| pour a<a<b,  yla)—0. 
Alors 
(5.2) y(x)=0 pour a <Lx<b. 


Nous ferons voir comment la Proposition II permettra 
de prouver ce lemme sans faire intervenir les considérations 
relatives à l'existence de la dérivée |y(x)|’ aux points où 


y(æ)=0. Posons, à cet effet, f(x,y)—Ny, dans l'équation (1.1). 
Elle prendra la forme 


Ne 


L’integrale supérieure t(x) de cette équation issue du point 
(a,0) est t(x)=0. Posons p{(x)=—|y(x)|. Afin d’appliquer la Pro- 
position lI, nous vérifierons si la fonction (x) remplit les 
prémisses de cette proposition. Si 


ta) <p(æ)=|p(x)| <r(x) + € 
c’est-à-dire si 
0<p(x) = |y(x)] <e 


on aura, en vertu de (4.3) et (5.1), 
)=|y(x)|" <|p"(w)| < Nlp) =N gpw), gla) <0. 
En appliquant la Proposition II on en déduira la conséquence: 


ly(x)|=p(x) <r(x)=0 pour a <x<b, d’où résulte (5.2). 
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La Proposition II fournit donc une certaine simplification 
de la démonstration du lemme classique en question et, par 
suite, de la démonstration de l’unicité des intégrales sous la 
condition de Lipschitz. 


Exemple 2. Soit p>0, q=>0 deux nombres fixes. Suppo- 
sons que 


(Sly P< pV Sly + q pour a<v<b 
(5.3) haere Sek 
Vipa F <k, (k>0). 
Désignons par t(#) l’intégrale supérieure de l’équation 


y =py +4 


issue du point (a, k). Elle a, comme on le sait bien, la forme 
T(æ) =k + L ar P| (ep&—a) -]1)>0 pour >a 


dans le cas où p >0 et la forme 
t(x) = q(x — a) +- k>0 pour æ>a 


dans le cas où p —0. Nous soutenons que 


(5.4) VS (wile) P Sie) poun Wa xr: 


Posons g(x aeS pla). Si r(æ)<o(x) <r(x)+e, alors 
Pro = p(æ) > r(a) > 0, 


d’où V/S (y)? >0. On aura donc en vertu de (4.4) et (5.3) 
yp (x)<po(x)+q. En appliquant la Proposition II on obtiendra 
la consequence VS[wP —œ(x) < (s) pour a<a#<b. 

Ce résultat, bien connu, peut donc être obtenu, 
grace à la Proposition II, en se passant des considérations 
supplémentaires relatives à la dérivée de )S[ya#)? aux points 


æ pour lesquels V S'Cytx)f )F =0. 


$ 6. Épiderme inférieur de y=n(a). Soient n(x) et 
e(æ) > 0 deux fonctions déterminées et continues dans Pinter- 
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valle a<æx<b. L'ensemble E. composé des points (æ,y) pour 
lesquels 
(x,y)e 2, a<x<b, n(æ)—elx)< y< n) 


sera dit épiderme inférieur de la fonction (x). 

L’épiderme inférieure E, est donc composé exclusivement 
des points situés au dessous du diagramme de la fonction 
y =n(x), et ne contient aucun point de celui-ci. 


§ 7. Hypothèse K. La fonction f(x,y) est definié et con- 
tinue dans un ensemble ouvert Q. L'intégrale inférieure de 
l'équation (1.2) 


(710 y = n(x) 


passe par le point (a,c) et est déterminée dans l’intervalle 
axa<b. 


§ 8. Proposition IIT, Admetions l’Hypothèse K relative- 
ment a l’équation (1.2) et à son intégrale inférieure y = n(x). 
Supposons que la fonction (x) soit continue dans l’intervalle 
a<x<b sans supposer qu’elle y soit derivable en tout point 
et que le diagramme de n(x) appartienne a l’ensemble ouvert Q 
(dans lequel le deuxième membre de l'équation (1.2) est deter- 
mine). Supposons enfin que 


(8.1) pla) > n(a) =c, 


et que la dérivée g'(x) existe pour tous les points x pour 
lesquels 


(8.2)  (æ,p(x)) e2, a<x<b, n(x)—e{x)<y<mx) 
et satisfasee, pour ces points, à la condition 
(8.3) p (x)= f(x, p(x)). 


Cela posé on a 
p(x) Z n(x) pour axa<bd. 


Démonstration. La présente proposition résulte de la 
Proposition II lorsque l’on applique la transformation y =— Y, 
æ—X à équation (1.2). 
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Remarque 3, La prémisse de la Proposition III liée 
aux relations (8.2) et (8.3) exprime que l'inégalité diffé- 
rentielle (8.3) a lieu lorsque le point (x,w(x)) appartient à l’épi- 
derme inférieur FE. C’est donc dans cette prémisse que réside 
le caractère épidermique de la Proposition III. 


§ 9, En gardant les notations précédentes appliquons la 
transformation 
y= Y, c=—X 


à l’équation (1.2). Les fonctions t(x), 7(x), p(x) se changeront alors 
en fonctions 7,(X), 7,(X), g(X) et Pintervalle ax xæ<b passera 
en l’intervalle —b< X < —a. Les inégalités (3.1) et (8.1) ne chan- 
geront pas d’orientation (c’est-à-dire le symbole d’inégalité ,,<” 
passera en ,,<”). L’orientation des inégalités différentielles 
(3.3) et (8.3) devienra opposée (,,<” passera en ,,>”). 

En partant des Propositions II et III on obtiendra, dans 
cette voie, des propositions analogues mais relatives à un 
intervalle k<x< a situé à gauche de a. Nous nous dispensons 
de donner un énoncé détaillé de ces propositions. 


§ 10. Remarque 4. La Proposition I reste vraie lorsque 
l’on y remplace l’inégalité (1.3) par la suivante 


(10.1) Diy P(@) < fla, p(@)) pour a<a<b 
ou bien 
(10.2) D, plx) <f(x,p(x)) pour a<a<b 


où Dpp et Dp désignent les nombres dérivés inférieurs 
droits et gauches {). 

Les propositions ainsi obtenues ont aussi un caractere épi- 
dermique, c’est-à-dire elles restent vraies lorsque l’on admet 
que les inégalités (10.1) ou (10.2) aient lieu pour les points x, 
tels que 


(2, p(v))€ 2, a<x<b, 71(2)<g(x)<T(x) + ex). 


3) Cf. T. Wazewski, le travail cité plus haut. 
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La démonstration est tout à fait analogue à celle de la Propo- 
sition II. La Proposition III et celles mentionées au § 9 
sont douées d’une généralisation dans le meme sens. 


$ 11. Remarque 5 relative au rapport mutuel des Propositions 
I et 1I. Si une fonction g(x) satisfait aux prémisses de la Proposition II 
alors elle satisfait à l’inégalité p(x) < z(x) pour a < x < b (cf. (3.4)), et, par 
suite les relations (3.2) intervenant dans la prémisse de cette proposition 
ne peuvent avoir lieu pour aucun x. 

Or chaque théorème ayant la forme d’une inclusion 


(11.1) W(x) > V(x) 


(où W(x) et V(x) sont deux propriétés c’est-à-dire fonctions propositionelles) 5), 
peut être mis, comme on le sait bien, sous la forme équivalente 


(11.2) [= V(x) - W(x)] > V(x) 


qui exprime que de la propriété W(x) et de la négation de la propriété V(x) 
résulte la propriété V(x). 

De deux implications équivalentes (11.1) et (11.2) la premiere suggere 
une démonstration directe, tandis que la seconde se rattache à la démon- 
stration par „reductio ad absurdum“. 

Si l'implication (11.1) est vraie, la prémisse ~ W(x)-V(x) de impli- 
cation (11.2) ne peut l’être pour aucun x. L’analogie du rapport mutuel 
des Propositions I et II d’une part et des implications (11.1) et (11.2) 
d'autre part est donc frappante. 

Il pourrait donc paraître, a premiere vue, que le pasage, purement 
logique de (11.1) a (11.2) relie les Propositions I et II du present travail. 
S'il en était ainsi, la Proposition II serait banalement équivalente (au point 
de vue mathématique) à la Proposition II. 

Or, on voit facilement que cela n’a pas lieu. Nous entendons par 
la que le passage de la Proposition I à la Proposition II, si simple qu'il 
soit, s'appuie sur certains lemmes mathématiques, tandis que le passage 
de (11.1) a (11.2) a un caractere purement logique. Les Propositions I et II, 
tout en étant équivalentes, ne sont pas du tout banalement équivalentes 
au sens mathématique. Ce fait devient, peut-être, plus clair lorsque l’on 
remarque que des deux Propositions I et II, la seconde est plus pratique 
pour les applications (cf. les Exemples 1 et 2). 


§ 12. Caractère épidermique d’un théorème sur les 
accroissements finis. Supposons que la dérivée d’une 


5) W(x) peut designer, par exemple, la fonction propositionelle: ,,le 
nombre entier x est divisible par 6“ et W(x) la fonction propositionelle: 
„le nombre entier x est divisible par 3“. 
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fonction f(x) continue dans l'intervalle ferme 4 (a<zx<b) 
satisfasse à l’inégalité 


(12.1) f{(æ)<k pour a<æ<b. 


On a alors 


f(x) —f(a) 


Seis pour Ma vag 
x —a 


Cette propriété P constitue une des plus importantes consé- 
quences du théorème sur les accroissements finis, d’après 
lequel il existe un &, tel que f(b) —f(a)=f'() (b— a), cù a< é<b. 

C’est pour cette raison qu’elle mérite aussi d’être appelée 
théorème sur les accroissements finis (dans un sens parti- 
culier). 

Or elle possède aussi un caractère épidermique qui appa- 
raît dans l'énoncé suivant: 


Proposition IV. Supposons que 1° f(x) soit continue 
dans l'intervalle a <x<b, 2° il existe un nombre & > 0 (ou plus 
généralement une fonction e(x) > 0 continue pour a<x<b), tel 
que, pour tout x pour lequel 


GT buks 


HOH yg, 


la dérivée f'(x) existe et 
(12.2) f(x) <k. 
Cela posé l’on a 


I) <k pour a<xu<b. 
£— ü 


On peut démontrer cette proposition directement, ou la 
ramener å la Proposition II du § 3 en y posant 


pls) =j(x)—jla)—k(æ—a), r(e)=0, f(x, y)=0. 


§ 13. Remarque 6. Les Propositions I, II, ILI, IV et la 
Remarque 4 restent vraies lorsque l’on suppose que les iné- 
galités dans lesquelles interviennent les dérivées ou les nombres 
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dérivés (c’est-à-dire les inégalités (1.4), (3.3), (8.3), (10.1), 
(10.2), (12.1) et (12.2)) aient lieu pour les points œ de l’inter- 
valle a< «<b correspondant à l’épiderme en question à l’ex- 
ception d’un ensemble dénombrable de ceux-ci. 

On le démontre facilement en s'appuyant sur un lemme 
de M. A. Zygmund 8) qui fournit une condition suffisante 
pour qu’une fonction continue soit monotone au sens large. 


6) Cf. p. ex. S. Saks, Théorie de l'intégrale (Warszawa 1933), p. 137. 
Ce lemme a été appliqué, dans un cas particulier, à l’évaluation des inté- 
grales des équations différentielles par M. Sansone (Equazioni differenziali 
nel campo reale, Bologna 1949, t. II, p. 106). Un théorème bien général 
sur ce sujet sera publié dans ces Annales par M. J. Szarski. 


SUR LES OPERATIONS DANS L’ENSEMBLE 
A 3 ELEMENTS 


Par W. SIERPINSKI (Warszawa) !) 


Soit E un ensemble donné. On dit qu’on a défini une opé- 
ration © dans l’ensemble F si l’on a fait correspondre a tout 
système ordonné a,b de deux éléments (distincts ou non) 
de FE un élément c de E. On écrit alors aQb=c. 

Si l'ensemble E est fini, formé de n éléments a, d,..., An, 
on peut, pour chaque opération © définie dans E, former 
une table de cette opération contenant n lignes et n colonnes, 
en écrivant en téte de chaque ligne (colonne) les élements 
Us Lo) An, et en écrivant à LVintersection de la k-ieme ligne 
et l-ieme colonne l’elément a; O ay. 

Deux opérations O et © définies dans un ensemble E 
sont dites distinctes s’il existe des éléments a et b (distincts 
ou non) de E, tels que aOb+a()b 

On voit sans peine que dans un ensemble E formé de trois 
éléments a, b, c on a 3°— 19683 opérations distinctes. 

On dit qu’une opération © définie dans un ensemble E 
admet dans E une opération inverse antérieure aub (respecti- 
vement postérieure a nb) s’il existe pour tout système a, b d’élé- 
ments (distincts ou non) de E un et un seul élément x de E tel 
que «2 b=a (respectivement tel que bOzx= a}. 

On démontre sans peine que pour qu'il existe pour une 
opération donnée © définie dans un ensemble E= {a,, dv, ...} 
une opération inverse antérieure (postérieure), il faut et il 
suffit que chaque colonne (ligne) de la table de cette opération 
contient chaque élément de E une et une seule fois, autrement — 
dit, que chaque colonne (ligne) de la table d’opération soit 
une permutation de la suite a,,a,,.... On en déduit tout de 


1) Présenté a la séance de la Société Polonaise de Mathématique, 
Section de. Varsovie, le 13 aout 1950. 
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suite qu’il existe dans un ensemble fini E à n éléments (n!)" 
operations distinctes dont chacune admet une opération in- 
verse antérieure, et le même est pour l’opération inverse po- 
stérieure. 

Il existe donc 3!3—216 opérations distinctes dans len- 
semble à 3 éléments dont chacune admet une opération in- 
verse antérieure, et 216 opérations distinctes dont chacune 
admet une opération inverse postérieure. 

Nous déterminerons maintenant combien il y a dans un ensem- 
ble à 3 éléments d'opérations distinctes dont chacune admet 
toutes les deux opérations inverses (antérieure et postérieure). 

Soit donc © une opération dans l’ensemble à 3 éléments, 
E={a,b,c}, qui admet toutes les deux opérations inverses. 
Chaque ligne et chaque colonne de la table de cette opération 
est donc une permutation d’élements a, b,c. Soit p,gq,r la 
première ligne de notre table: p, q, r est done une permutation 
d’éléments a, b, c. La premiere colonne de notre table est une 
permutation d’éléments p,q,7, et, comme p est le premier 
élément de cette colonne, le second peut être seulement q ou r. 
Distinguons deux cas. 

1) Dans la deuxième ligne et la première colonne se trouve 
Pélément q, et 

2) Dans la deuxième ligne et la première colonne se trouve 
Velement r. 

Dans le cas 1) l’élément qui se trouve dans la deuxième 
ligne et la deuxiéme colonne ne peut pas étre g, vu que q se 
trouve déja dans cette ligne. I] ne peut pas étre nonplus p, 
puisque dans ce cas l’élément de la deuxième ligne et de la 
troisième colonne devrait être r, ce qui est impossible, r figurant 
déja dans la troisième colonne et première ligne. Donc, dans 
la deuxième ligne et la deuxième colonne se trouve l’élément r. 
On en déduit sans peine que la table de notre opération est 


a | bd | c 
alplalr 
blalrip 
Sper ahd Se Ns Ua 
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Dans le cas 2) dans la deuxième ligne et la deuxième co- 
lonne ne peut pas être autre élément que p, puisque l'élément q 
figure déjà dans la deuxième cclonne et l’élément r dans la 
deuxième ligne. On en trouve sans peine que la table de notre 
opération est 


fale |e! 
a | p q |? 
br|ple 
c |q r | p 

Table II. 


Dans chaque de ces deux tables on peut prendre comme 
p,q,r une permutation quelconque d’éléments a,b,c. On 
obtient ainsi en tout 12 cperations distinctes. 

Done, il existe seulement 12 opérations distinctes dans len- 
semble a 3 éléments dont chacune admet toutes les deux opérations 
inverses. 

Une opération © dans un ensemble E est dite commu- 
tative si l’on a pour tous les éléments a et b de F: 


ME JUDO 


Comme on voit sans peine, si une opération commutative 
dans un ensemble Æ possède dans cet ensemble une au moins 
des operations inverses, elle les possède alors toutes les deux 
qui sont alors égales (mais pas nécessairement commuta- 
tives). 

La table I étant symétrique par rapport à la diago- 
nale principale, les 6 opérations dans l’ensemble E= {a,b,c} 
qui en dérivent, sont commutatives. Donc il n’y a que 
6 opérations distinctes dans l’ensemble à 3 éléments qui 
admettent toutes les deux opérations inverses, telles que 
l’opération inverse antérieure est distincte de l'opération 
inverse postérieure. Ces 6 opérations dérivent de la table IT 
lorsqu'on y remplace les éléments p,q,7 par une permuta- 
tion quelconque des éléments a, b,c. Leurs tables sont donc 
respectivement 
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alblel a | b | c a lbc 
alalble a alblale 
blelals blale blelola 
elblela c aa elalele 
Table 1. Table 2. Table 3. 
je “ul a TA: a | bc 
AT are alelbla 
blalble blélela blalels 
elelals EE elblalc] 
Table 4. Table 5. Table 6. 


Il résulte sans peine de ces tables que les opérations 1, 4 et 5 
sont isomorphes (Pour déduire la table 4 de la table 1 il suffit 
d’échanger les éléments a et b, ou bien de remplacer les élé- 
ments a, b,c respectivement par b,c, a, et pour déduire la 
table 5 de la table 1, il suffit d’échanger les éléments a et c 
ou bien de remplacer les éléments a, b,c respectivement par 
c, a, b). D’autre part, les opérations 2, 3 et 6 sont isomorphes 
(Pour déduire la table 3 de la table 2 il suffit d’échanger a et b, 
ou bien de remplacer a, b, c respectivement par b,c, a et pour 
déduire la table 6 de la table 2, il suffit d’échanger a et c ou 
bien de remplacer a, b,c respectivement par c, a,b). Or, les 
opérations 1 et 2 ne sont pas isomorphes, vu qu’on a alx=w 
pour tout élément x de Æ, et qu’il n’existe aucun élément p 
de E tel qu’on ait p2x=2 pour tout élément x de LH. 

Il résulte sans peine des tables 1 et 2 que les opérations 
inverses, antérieure et postérieure, pour les opérations 1 et 2 
sont respectivement 


a | bie | a |b | C 
ali antaba c a la | bloc 
b |c|a |b b |b|icl|la 


e | b cja cela b | 


inverse anterieure de 1, inverse postérieure de 1 
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ajb le | MOMIE. 
ajalb c aC o e 
nr @ | a DA CRU 
el e |a b eb e a 
inverse antérieure de 2 inverse postérieure de 2. 


(Donc l'opération inverse antérieure de l’opération 1 coïncide 
avec lopération inverse postérieure de l'opération 2 et l’opé- 
ration inverse postérieure de l’opération 1 coïncide avec l’opé- 
ration inverse antérieure de l’opération 2). 

Donc: Parmi les 6 opérations non commutatives dans un 
ensemble à 3 elements qui admettent toutes les deux opérations 
inverses: 19 il n’y a que deux qui ne sont pas 1somorphes et 29 tou- 
jours une des opérations inverses est commutative. 

Or, il n’y a que deux opérations distinctes dans l’ensemble 
a 2 éléments qui admettent toutes les deux opérations inverses. 
Ces opérations sont commutatives et isomorphes et chacune 
d'elles coincide avec son opération inverse. Ce sont les opé- 
rations définies respectivement par les tables 


a |e | a | b 
a |a |b | et a |b |a 
JESKA à bo 


Or, il existe dans l’ensemble à 4 éléments, E= {a,b,c,d}, 
des operations qui admettent deux opérations inverses dis- 
tinctes dont aucune n’est pas commutative. Telle est par 
exemple l’opération dont la table est 


lalolela| 
a | a ble d 
blelalals 
elslelale 


ES |m | ee | —ŘŘħŮŐ_ 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 9 
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Done: Le plus petit nombre d'éléments d'un ensemble dans 
lequel on peut definir une opération qui admet toutes les deux 
opérations inverses distinctes et non commutatives est 4. 

Quant aux 3° opérations qu’on peut définir dans l’ensemble 
à 3 éléments, il est à remarquer qu’il résulte d’un théorème 
de M. Webb?), déduit d’un résultat de M. Post) qu’il existe 
(au moins) une opération (€) dans E= {a,b,c}, telle que toute 
opération C) dans E s'exprime à l’aide de l’opération ©). 


2) Donald Webb, Amer. Journ. of Math., 58 (1936), p. 193—194; 
ef. W. Sierpinski, Fund. Math. 33 (1945), p. 172. 
8) Ik. L. Post, Amer. Journ. of Math. 43 (1921), p. 180—181. 


REMARQUES SUR LES SÉRIES ENTIÈRES DOUBLES 
Par F. Lesa (Krakow) 


1. Désignons par R l’espace de deux variables complexes 
æ et y. La distance de deux points %4, y, et Lə, y, de R est dé- 
finie par la formule Pix, — a, |? + \¥2—Yy,|?. Nous appelons 
distance triangulaire de ces points la valeur absolue de l’ex- 
pression 
3 (21 Yo— Ya da). 


Considérons une série entière double 


(1) Dy dur whey” 

Lt, v=0 
a, coefficients complexes quelconques et appelons série diago- 
nale de la série (1) la série simple 


(2) > P(x, y) où Pr(@, y)=On,0 2 + ana 21 y+ ...4 on Y 
n=0 

Désignons par À l’ensemble de points de la convergence absolue 

de la série (1) et par D celui de la série diagonale (2). 

Il est clair que DD 1. On sait que, si l’ensemble D contient 
un domaine dans l’espace R, l’ensemble 4 en contient un aussi 
qui est compris dans le précédent. 

Soit donnée, dans l’espace R, une courbe C 


(0) w=x(t), y=ylt), a<t<p 


qui ne passe pas par l’origine des coordonnées et qui contient 
au moins deux points de distance triangulaire positive. J’ai dé- 
2% 
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montré ailleurs!) que, si la série (2) converge (absolument 
ou non) sur C, ou que la suite {P,(xv,y)} est bornée sur C, 
la série (2) a un domaine de convergence à 4 dimensions qui 
contient toujours l’origine des coordonnées et, par suite, la 
série double (1) a aussi un domaine de convergence 2). 

Désignons par Dc le plus grand domaine de l’espace R 
dans lequel chaque série (2) converge si elle converge sur 
la courbe C. D’autre part, désignons par Ac le plus grand 
domaine de convergence de chaque série double dont la série 
diagonale converge sur C. Cherchons ces domaines dans les 
cas les plus simples. Il est facile de prouver que: 

Si la courbe C est une circonférence définie par les equations 


(3) C=Zf)70e", y=y,+ bel, 0< t= 2%, 


OÙ Ty, Yo, & et b sont des nombres complexes quelconques satis- 
faisant à la condition 


le domaine Dç est défini par les inégalités 

(4) |jba—ayl<|d|, |Yox—syl<]|d], 
et le domaine Aç par les suivantes 

(5) [bx \+lay|<|d], [yo x] + |%y|-< al. 


En effet, supposons que les termes de ia série diagonale (2) 
satisfassent, sur la circonférence (3), aux inégalités |P,(æ, y)! <M, 
n=0,1,.... où M est un nombre fixe). La transformation 


z' =bæ—ay, Y'= Yot — to Y 
change la courbe (3) en la circonférence 


1) Rendic. di Palermo t. 56 (1932), p. 1—27, ou Ann. Soc. Polon. de 
Math. t. 22 (1949), p. 245—268. 

2) Remarquons que, si une série double converge dans le voisinage d’un 
point £o» Yo, elle converge absolument au point 2p, Yo 

3) Il suffirait de supposer que la suite {PAh(x,y)} soit bornée en chaque 
point de la circonférence (3) mais la démonstration sérait alors beaucoup 
plus longue (cf. premier travail cité dans la remarque 1). 
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et le polynome P,{x,y) en un polynome 
Qn(£",Y") = bro 2 brm, LT Y -H bon Y”; 


on a donc |@,(#', y’)|< M sur la circonférence (6) et, par suite, 
\Q,(a, y’)| <M pour |y’|=|d|. Tl en résulte, d’après les inégalités 
de Cauchy, que 


|Duvd# |< pour pt+v=n=O0,1,.. 


M 
dl 
donc, dans le domaine {|z’| < 6|d|, |y’| < 0ld|}, ona jbus ty” < M6" 


et |Q,(2’, y’)| <(n-+1)M-6" où 6>0 est quelconque. Par suite, 
les polynomes P,(x%, y) satisfont, dans le domaine 


jbx—ay|<0jd|, |Yo%—%y|<8]d|, 


aux inégalités |P,(x, y)| < (n+1)M-6", n=0,1,..., ce qui prouve 
que la série (2) converge dans le domaine (4). 

D'autre part, le domaine (4) ne peut être augmenté car 
la série diagonale 


(7) y’ spool. af, (ey Le (2 D — Lo YA) 
(4) PA Lee ny; EE aw a | j 


converge sur la circonférence (3) et diverge en dehors du do- 
maine (4). 

Remarquons maintenant que si une série diagonale con- 
verge dans le domaine {|e|<|al, |y|<|y,|} — dit domaine bi- 
cerclé correspondant au point %,,y, — alors la série double 
correspondante converge aussi dans ce domaine. Or, le do- 
maine (5) est somme des domaines bicerclés correspondants 
aux points du domaine (4). Par suite le domaine Aç est au 
moins égal au domaine (5). Il n’est pas plus grand, car la 
série double, correspondant à la série diagonale (7), diverge 
en dehors du domaine (5). 


2. Remarquons que la circonférence (3) est située dans le 
plan analytique défini par l'équation bæ — ay = bx,—ays, et que 
ce plan ne passe pas par l’origine des coordonnées O. Dans 
le cas, où le plan de la circonférence (3) passe par O, les do- 
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maines Dc et Ac se réduisent aux ensembles vides. Supposons 
maintenant que la courbe C soit la demi-circonférence 


(8) LT Cosi g—?7sint, VORESR,. r>0, 


située dans le plan réel de l’espace R qui passe par l’origine 
des coordonnées. Nous allons prouver que: 

Si la série diagonale (2) converge, ou sz elle est bornée sur 
la demi-circonférence (8), le domaine De est defini par les 
inégalites 
(9) jetiy|<r, |w—tyl<r 
et le domaine Ac par la seule inégalité 


(10) le|+ly|<r. 


Démonstration. Soit n un nombre entier positif fixe. 
Considérons, sur la courbe (8), les n+1 points suivants 


Vk =T COS lg, Yro=rsint,, OÙ te= ——, k=0,]1,...,n, 


et formons les n +1 polynomes homogènes de degré n que voici, 


n 


Yp LT — CpI : 
(11) LY (x, y) = /} LA RE, 3=0,1L,...,", 
20 Url — A k Yj 
(kÆ) 
Posons 
D N k=0,1,...,n. 
Puisque 


elfp—_e—ity eitr +- e—ltr 
Y eB — DR Y UT — yt? ——— = 


= 7 [(a—iy) eftk—(a-+ iy)e-tt] 
et que 
YRUj— CRY = y2 sin (t,—1t,) = = [efte- tj) — e—ilte—t)] 
il vient 


(Yk L — Er Y | =5|(e+ iy)— (2 —iy)er! 


SÉRIES ENTIÈRES DOUBLES 23 


et 


| a 
(Yr Vj — TRY = plea ’ 


en désignant par X et Y les expressions 


= MASE OH weal 
ti — r Es LT pm — r 
on aura donc 
; A- -Yep 
i TP ta ce R 
(12) |En (x, y)| = I oo 


(ey) 


Les points 9, ¢,.--,€n sont les sommets du polygone régulier, 
inscrit dans la circonférence |z|=1. Puisque e)=1 et que 
zn+1—] = (z— 1) (z— e)... (2—e,), il en résulte 


(13) [a - Il 1— e= lim 


kE) 


tee, | 


D'autre part, de l'identité 


n 


[LA Yes) = Xe — Yr 


k=0 
il suit 
[] (2—Ye) =» Xe Ye; 
k=—0 k=0 
(A==)) 


donc, dans le domaine défini par les inégalités 
(14) [æ+ iy|<0r, |x—iy|<Or, ob O<6<1, 
on a 

J |X —Ye,|<(n+1)6 

F 


et, par suite, les polynomes (11) satisfont, dans le domaine (14), 
aux inégalités 


(15) LD (x, y)| <6", EA 
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Supposons maintenant que les termes de la série diago- 
nale (2) satisfassent, sur la demi-circonférence (8), aux inéga- 
lités |P,(v,y)| <M, n=0,1,.... où M est nombre fixe‘), et 
notons qu’on a identiquement 


Palæ, yà = Pr(Lpy Yr) Dad Co} y). 

k=0 
Il en résulte, d’après (15), que les polynomes P,(x,y) satisfont, 
dans le domaine (14), aux inégalités | P,(æ,y)| <(n+1)M 0”, 
n=0,1,..., donc que la série (2) converge dans le domaine (9). 
Le domaine Dg, correspondant à la demi-circonférence (8), 
est ainsi au moins égal au domaine (9). Il n’est pas plus 
grand car la série diagonale 


ea CT 
((@r—1%\ r | (Cr y 


converge sur la demi-circonférence (8) et diverge en dehors 
du domaine (9). 

Pour prouver que le domaine Ac, correspondant à la demi- 
circonférence (8), est égal au domaine (10) il suffit de répéter 
le raisonnement de la fin du paragraphe précédent. 


4) Cf. la remarque 5). 


COURBURE ET TORSION GÉODÉSIQUE POUR LES 
COURBES SITUÉES SUR LES HYPERSURFACES À n—1 
DIMENSIONS PLONGÉES DANS L'ESPACE 
À n DIMENSIONS 


Par St. GOŁĄB (Kraków) et T. H. Wróbel (Warszawa) 


Introduction 


Les notions classiques de courbure géodésique, de courbure 
normale et de torsion géodésique n’ont pas été généralisées 
jusqu’à présent pour les courbes situées sur les hypersurfaces 
a plus de deux dimensions. S. Gołąb introduisit une mé- 
thode qui permit de résoudre ce problème. C’est celle „des 
n-ièdres distingués” liés à tout point d’une courbe située sur 
lhypersurface à n—1 dimensions plongée dans l’espace à n 
dimensions de Riemann JV ,. 

Dans ce travail nous donnons cette généralisation dans le 
cas, ou l’espace ambiant est euclidien (Vn = Fn). 

Nous introduisons (2n—3) scalaires, liés à chaque point 
de la courbe et au champ des n-ièdres distingués”, desquels 
nous pouvons obtenir, d’une manière simple, certains inva- 
riants qui ne dépendent que de la courbe et de l’hypersur- 
face et non du choix des systèmes ,,distingues”. 

Nous parvenons ainsi, par la voie analytique, à généra- 
liser les notions de courbure géodésique, de courbure normale 
et de torsion géodésique. 

Le second but du présent travail est la généralisation de 
quelques interprétations géométriques connues de ces notions. 

Des préliminaires analytiques, servant à les déduire, sont 
réunis et présentés sans démonstrations au § 2. Ces démon- 
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strations se trouveront dans un travail de T. Wrobel qui 
paraîtra sous peu et sera consacré aux recherches systémati- 
ques des significations des notions geométriques en question. 
Il contiendra principalement les nouvelles significations géo- 
metriques qui ne sont pas une généralisation des notions 
employées jusqu’à présent. 

Les résultats de ce travail ont été presentés brièvement 
au Congrès des Mathématiciens Polonais et Tchéques à Prague 
en septembre 1949. 


1. Définition analytique de courbure ct de torsion géodésique 


Soit, dans un espace euclidien à n dimensions Rp, une hyper- 
surface régulière à (n—1) dimensions V,_:, dont la métrique 
induite en fait un espace riemannien. Considérons une courbe 
régulière ©, située sur l’hypersurface V,_1. 

Attachons à chaque point de C un n-ièdre composé de 
vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires (nous dirons 
,»orthonormaux’’) 


(1) SERA i 


1 n 


Nous conviendrons de prendre pour £, le vecteur tangent 
a C et a perpendiculairement à V,-; (conventionnellement 
orienté); les vecteurs restants: 


(2) Ta 


seront pris arbitrairement, pour le moment, dans l’hyper- 
plan Rp; tangent à V,-:. 

En désignant par D le symbole de différentation par rapport 
a Pare s de la courbe C, nous pouvons écrire (en raison de 
l'indépendance linéaire des vecteurs (1)) les équations: 


n 
(3) Dt =X ant). 
i kei Ok 
1) Les indices latins parcourent les valeurs I,...,; les indices grècs 


les valeurs 2,..., n— l. 
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Les coefficients ax seront dans ce cas les fonctions (sca- 
laires) d’arc s et vérifieront les relations de symétrie gauche: 


(4) Qik + ari == 9 (k=1,..., n). 


Dans le travail E -B—K ?) il a été démontré que l’on peut 
toujours trouver les sytèmes dits ,,distingués” (2), c’est-à-dire 
les systèmes pour lesquels ont lieu les relations suivantes 


(5) au = 0 1, =2,..,0—1. 


Le systeme de vecteurs (2) étant fixé arbitrairement en 
un point de la courbe C, la condition (5) le détermine univo- 
quement le long de la courbe entière C. 

Supposons que le systeme (1) soit un systeme distingué 
et posons, pour abréger, 


Ui — 12 
.(6) Pa = an 
| Y Sdin 


Les équations (3), en tenant compte de ces abreviations, 
peuvent être récrites sous la forme: 


Dt=Diagt+ yt 
1 À A n 


(7) DE — a, 0 -; Put 


H 1 n 


Dt =—yt—2 fat 
n 1 a a 


Les scalaires (6) peuvent être appelés ,,courbures hyper- 
superficielles” de la courbe C. Ces courbures ne sont pas, ce- 
pendant, des invariants absolus puisqu’il y a une infinité de 
systemes distingués. 

Il a été démontré dans le travail E-B—K que, si l’on passe 
d’un système distingué à un autre, seul le scalaire y reste un 
invariant absolu. Par contre, a, et f, se transforment comme 
les composantes des vecteurs contravariants de l’espace (n—2) — 
dimensionnel pour un groupe de transformations orthogonales. 


2) Nous désignons par cette abréviation le travail de S. Golab, Géné- 
ralisation des équations de Bonnet-Kowalewski dans l’espace a un nombre 
arbitraire des dimensions, ces Annales XXII (1949), p. 97—156. 
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I] en résulte en particulier que les grandeurs 


8) 


sont des invariants absolus. Par raison d’analogie avec le 
cas, le plus simple, de n=3, on peut introduire les dénomi- 


nations suivantes: 


a — courbure géodésique 8) 
(9) y — courbure normale 
B — torsion géodésique. 


Puisque le vecteur-derivée du vecteur-unité tangent à la 
courbe C, est vecteur de courbure, l’égalité 


(10) Dt =SJagt+yt 
1 A à n 


donne la décomposition du vecteur de courbure en une compo- 
sante yt le long de la normale à l’hypersurface et une compo- 
n 


sante J'at située dans Vhyperplan tangent R,_;. Le sca- 
À 


laire y (qui peut être positif ou négatif) détermine, par conséquent, 
la mesure du vecteur de courbure le long de la normale, tandis 
que le scalaire a représente la longueur de la projection de 
ce vecteur sur l’hyperplan tangent à l’hypersurface. 

A l’aide des invariants scalaires a, 8, y nous pouvons ca- 
ractériser d’une manière simple certaines courbes situées sur 
hypersurface. Notamment a0 caractérise les courbes 
géodésiques; B=0 les lignes de courbure, et y=0 les lignes 
asymptotiques de deuxième ordre. 


2. Préliminaires analytiques 


La méthode vectorielle appliquée plus bas pour la démon- 
stration des propositions exigeait l’emploi des développements 
des vecteurs avec le reste de Cauchy-Peano jusqu’au 
troisième ordre inclusivement. 


3) Pour n= 3 ces dénominations ne concordent pas entierement avec 
ceux dans #-B—K, où tous les trois scalaires a, 8,y peuvent être négatifs 
tandis que, d’apres (8), a>0, @>0. 
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Soit une courbe régulière © dans l’espace euclidien à n 
dimensions Fn. Supposons qu’un système orthonormal de 
vecteurs suffisemment régulier, € (j=1,...,n) soit déterminé 

J 


le long de cette courbe. De plus, supposons que, dans ce 
système, soit déterminé le longi de la courbe C un champ 
vectoriel € qui possèderait, dans le voisinage d’un point M 
sur la courbe, les (m—1) dérivées successives. Quant à la dé- 
rivée d’ordre m, nous supposons qu’elle existe au point M. 
Dans ce cas, le champ vectoriel ¢ peut être réprésenté, dans 
le voisinage mentionné par la formule 


(11) t=t+ sDi+— Dates A — [D™t+R(s)], ou 


t— est le vecteur t au point M, 


s — désigne l’arc de la courbe, compté à partir du point 
M, le long duquel nous calculons les dérivées. 

D*t — désigne la k-ième dérivée du vecteur ¢ par rapport 
à larc s au point M pour k=1,2,...,m. 

R(s)—est un vecteur que nous pouvons, réprésenter 
sous la forme 


(12) R(s) => wfs) t. 


Remarquons que #(s)>A#(0) = 0 si s—0 ou, ce qui revient. 
au meme, 


lim wfs)=o/(0)=0 pour j=1,...,n. 
s>0 


I, Développements 


1. La formule (11) permet d’obtenir facilement le développe- 
ment suivant (jusqu’à l’ordre m=2) 
(13) t=o,:t+Sozt+o,+t, 
n 1 A à n 

où l’on à posé: 
| a, = 8{— y+ 8[$ 2) Ga Ba—ay + il} 

o= s{— Pat s[—}y aa — 4 pa tta 
onr=l + [4y — S Bi+ Cl], 


avec gi —0 si s— 0 pour 7=1,2,...,n. 


(13 a) 
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2. En désignant par r le rayon-vecteur de la courbe C, Cest- 
a-dire le vecteur dont l’origine se trouve à l’origine du système, 


et l'extrémité au point courant de la courbe (r designe (0), 

c’est-à-dire le vecteur ? correspondant à la valeur s=0 d’are 

de la courbe C) et en le développant jusqu’à l’ordre m—3, 

nous obtenons: - 

(14) p—r=A, t+ Attn t 
{use NT, 


pour 

| A, — ${1 + s*(—4 à ai — À ye ny \$ 
Aa=s*{ha,+s[—ty-:fpattaa+ nal} 
An=s*{4y+ s[4 > ag Batty’ + nl}, 

ou m—>0 sis—U pour i=1,2,...,n. 

est égal 


(14 a) 


Le module du vecteur |r—r 
(15) |r—r|=|sK1— si) ai Hy HT] (tr 20 si s 0). 
Pour le carré du module, on a la formule 
(16) r—r P= st{1—s[ yD ait jy y?+t"]}. 
3. En définissant le vecteur ¢ comme le verseur du vecteur 
p—rp 


il t= ur 
ou Fes; | 


nous obtenons le développement 


(18) t—0ù, ° EEY 4 t + Òn’ t, 
1 à 


n 


où l’on a posé, pour abréger, 


d=1+ 80-42 ai — 4y 0] 
(18 a) é="5( of BOM ae en 
Ôn=S[} y + On]: 


Remarquons que 0;—>0 si s—0 pour i=1,2,...,n. Nous laissons 
de côté les démonstrations faciles de ces formules. Elles ré- 
sultent de la formule (7) et le lecteur les trouvera dans le travail 
de T. Wrobel mentionné dans l’introduction. 
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IT, Lemmes 


Pour simplifier les démonstrations, nous reproduisons ici 
quatre lemmes dont les preuves (sauf celle du lemme 4) seront 
données dans le travail de T. Wróbel. 


Lemmes 1 et 2 
Si 1. e(s)—0 lorsque s—0, 
2. K est une constante arbitraire, 
3. K?+e(s) >0 pour les s assez proches de zero, 
1 


4. s| < meee) 


VK? + e(s) 
alors ont lieu les égalites: 
| 1. Vi— {K+ e(s)]=1—1 8° K?+ D(s)] 
| 1 
| ` 1+STK?+e(s)] 


les fonctions D(s) et Y(s) ayant la propriete 


(19) 
SS OR ANE 


D(s)—0 et W(s)->0 lorsque s—>0. 
Lemme 3 
St Vangle pe[0,x/2) est determine par Véquation 
cos p—1—1+s{TK2+ O(s)] 


et 
1) O(s)—>0 lorsque s—0, 
2) K est une constante arbitraire, 
3) K?+ O(s) > 0, 
2 
4) = Sea DE) 
VK2+ O(s) 
on a 
(20) lim? =|K|. 


s>0 $ 


Projection d’un vecteur sur un hyperplan; angle 
entre ce vecteur et sa projection 


Afin de trouver l’angle que forme un vecteur avec un 
hyperplan, intreduisons les deux définitions suivantes 
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Définition 1, Nous appellerons projection d’un vecteur V 
de l’espace Rn sur un hyperplan à m dimensions J7,,(1<m<n—1) 
la somme des vecteurs composants du vecteur V, qui sont situés 
sur l’'hyperplan Im et que l’on obtient en décomposant le vec- 
teur V, dans un système orthogonal arbitraire, en n vecteurs 
dont m vecteurs de ce système soient dans Vhyperplan Lm- 

On peut démontrer que cette projection ne dépend pas 
du choix du système et de la décomposition des vecteurs dans 
Phyperplan Im. 

On peut définir cette projection de la manière équivalente 
suivante: déplaçons parallèlement le vecteur V de manière 
que son origine se trouve sur l’hyperplan Im. Désignons par B 
l'extrémité de ce vecteur ainsi déplacé et soit M le point courant 
de Vhyperplan Jm. On cherche le minimum de la distance BM. 
On démontre que ce minimum est atteint pour une seule po- 
sition M. Le vecteur dont l’extrémité est Wa et l’origine se 
confond avec celle du vecteur déplacé est dit projection de V 
sur l’hyperplan Mm. 


Définition 2, Soit un espace euclidien à n dimensions 
(n>3). On appelle angle entre un vecteur v et un hyperplan 
am dimensions /7,(2<m<n—1) le seul angle aigu g(0 <p < 2/2) 
compris entre ce vecteur et sa projection T sur cet hyperplan. 


Lemme 4 


Dans l’espace euclidien à n-dimensions Vangle y entre un vec- 
teur unitaire V et un hyperplan à k-+-1 dimensions (où 1<k<n—2), 
parallèle à k vecteurs orthonormaux t (i=1,2,...,k) et à un vecteur 


i 
unitaire H linéairement indépendant des vecteurs € s'exprime 
i 


par la formule 


~= 


(21) ae UE 

w 

où Von a posé 

coo =F: H, o=V-t, o—=H:t, 
i i 


w=l— 5 of, wo=00— $ 0C, 
jé dr oi) + (QD ojoj —ci2ei)s 
I=) + 2a, 2 1 01 + o. 


(22) 
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Démonstration. Soient donnés, dans l’espace euclidien 

à n-dimensions, un vecteur unitaire V, k vecteurs orthonor- 

maux t(i=1,...,k), où 1<k<n—2, est un vecteur unitaire H 
l 


linéairement indépendant des vecteurs t. 


i 
Nous cherchons langle ¢ (d’après la définition 2) entre 
le vecteur V et l’hyperplan à k+ 1 dimensions, formé par 
les vecteurs H et t. 


i 
Désignons l’hyperplan mentionné par a( H, t) et introdui- 
l 


sons un système arbitraire de l vecteurs N; (j7=-+1,...,%), 
où 1<l<n—2 et 1+k=n—1, jouissant des propriétés sui- 
vantes 


les vecteurs N; font un système orthonormal et les vecteurs N; 
sont orthogonaux à l’hyperplan x. 


Dans le système local des coordonnées H, t, Ni =1,...,k, 
i 


j=k-+1,...,n) représentons le vecteur V comme suit 


(22; 1 V=2, H+ Qt + 3 Q2,N)j. 
l 
Ce système étant orthogonal, il s’ensuit que 
(22.2) V-H=90,+ZOi\t:H), 
(22.3) V-t=2,(H-t) +2, (i=1,2, 5x). 
t i 


C’est un système de k+1 équations linéaires ayant pour 
inconnues: 


OROT e.o Ke e 
En adoptant les notations 


(22.4) sH terao VH ot. 
i i 


nous représentons le système (22.2), (22.3) sous la forme 


k 
(22.5) Qo FÈR p Op = C9; 
(22.6) 25° 0: + Qi=0:, st reer 


Rocznik Pol. Tow Matem. XXIV. 3 
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De (22.6) on obtient 
(22.7) 22;=0;—Q2) li. 


Les formules (22.5) et (22.7) nous donnent 


Q+ (op 05 — Qo P= To 


ou 
Oot 2 Sp 0p — Lo D 0p=60 


Il s’ensuit que 


(22.8) Q= LTA Teen Ma 


Remarque. o;(t=1,...,k) sont les coordonnées du vecteur H 
qui n’est pas situé dans Vhyperplan x(t). Il est évident 
que »'o; est inférieur à la longueur du vecteur H, égale à 1; 
il en résulte que w=1—,)'o; est supérieur à zero. 

De (22.7) et (22.8), on déduit 


6 o =y G Op 
(22.9) Q;= 0, —— EE +o; 
Hdi: 


où l'indice d’addition p parcourt les mêmes valeurs que i. 
C’est ainsi que 


(22.10) = (oi —00 o + (01> Sp Op— SiS Up) ao 
1—) op w 


La projection du vecteur V sur l’hyperplan zx est le 
vecteur T | 


PO, Ht Ont 
i 
En vertu de la définition 2, on a 


cos g = | T|. 
En outre 


~ 
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D’après les notations (22.8) et (22.10) cette formule 
prend la forme 
T?— wi +205) oo HH oi ti Ÿ 


2 


I] en résulte, en égard à w > 0, que 


g 


Ÿ 
cosp = LP egi d. 


Remarque. Le lemme 4 se simplifie lorsque le vecteur H 
est orthogonal à t (i=l1,...,k) et les coefficients du vec- 
i 


teur V sont connus. Nous avons alors immédiatement: 


COS Y = Vos + YQ. 


3. Courbure géodésique d’une courbe, courbure de sa 
projection sur un hyperplan tangent à Vhypersurface 


Lemme. Soit une courbe régulière © dans l’espace eucli- 
dien à n dimensions et M un de ses points. 

Désignons par IT Vhyperplan à (n—1) dimensions passant 
par le point M et le vecteur tangent a C en ce point. De- 
signons par p le vecteur non nul et non parallèle a IT. Désignons 
encore 1° — par C’ la projection, le long de la direction p, de 
la courbe C sur Vhyperplan IT, 29 — par v le vecteur de cour- 
bure de la courbe C au point M et par v* le vecteur de courbure 
de la courbe C' au point M, 3 — par wv’ la projection du 
vecteur v (le long de la direction p) sur l’hyperplan lI. 

Ainsi donc, la condition nécessaire et suffisante pour que 
v*=v" est que le vecteur v soit situé dans II (cas banal) ou que 
le vecteur p soit perpendiculaire à la courbe C. 


Démonstration. Nous pouvons supposer sans restreindre 
la généralité du raisonnement que M soit à l’origine du sy- 
stème. Dans ce cas, l'équation de l’hyperplan M sera 


(23) a-X—0, 


où a désigne un vecteur perpendiculaire à T. 
3* 
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Soit 
(24) r=r(s) 


l'équation vectorielle de la courbe C, où s désigne lare 
de la courbe C, le point M correspondant à la valeur s= Q. 
Introduisons les notations 


dr 
et 
| dt dr 
26 ! = — — —, 
21) dE ds? 


t est donc le vecteur-unité tangent à C ct v— le vecteur 
de courbure. Posons pour abréger 


(27) t—t(0), v=v(0),... ete. 
Nous avons supposé que I passe par le vecteur tangent 
a C au point M. Il s’ensuit que 


o 


(28) a:-t=0. 


Puisque le vecteur p n’est pas situé dans HM, on aura 
l’inégalité 
(29) a:p-—0. 

Si % est un vecteur arbitraire de l’espace R,, Sa projec- 
tion œ’ sur JT le long de la direction p est déterminée par 
Péquation 
au 


(30) LEP 
Il en résulte, en particulier, que 
o, o aD 
il “= 0 — : 
(31) oat E LA 


et que l’équation de la courbe. C’ sera 


(32) r=r*(s), 
ou 
(33) rte) ES) i 
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Notons que le paramètre s ne sera plus, en général, un 


are pour la courbe C’. 
Il faut calculer maintenant v*. Pour cela, nous sera utile 
On a 


la valeur de v*. 
[ds \2 dr* ds ds die 


(31) PT (A ea el Lae ae ee Oe eee 
d \ds*) de ‘ds ds® ds 
Calculons d’abord 
dr 
- dr* di ds 
ES ds ds ap ap 
De même 
À ar* dt ds av 
0 dè ds a-p LÉ: a:p P. 
Il vient de là, en particulier, en tenant compte de (28) et (31) 
; dr* b- 
en) ee ') = i 
d r* a E 
(38) a =U — a-p p=v. 


2e 
Il faut calculer maintenant Ee | t (=) . Or 
ds lo ds*=] 


ds* /=. dr* ASS Vic 
Sa FLE ) donc = Vi-i = l, 


puisque @ est vecteur-unité. Il en résulte 


ds | 1 
Go \ds*J, pas" = = 
\ ds 0 


On aura dans la suite 
dr* d?r* 


@s* af /dr* dr _ ds ds? 


(40) ds? — asV ds ds |/ar* ar" ar’ 
ds ds 
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De là, en particulier (vu (37) et (38)), 


d2 s* o 0, 
(41) PTE | = t-v'. 
Puisque 
d2s* 
ds ds? 
7 ds*\3? on a 
a 


En substituant (39), (38), (42), (37) dans (31), nous obtenons 
(43) v*—v' —(t-v')t. 


En raison de (31), nous pouvons écrire 


OF Oe Be >o aw, __ aw à, 

(44) (Èon=i [bE . p)-- Fp) 
parce que i-v=0. 

Le vecteur Ê n’étant pas égal à zero, il résulte, de (43) et 

(44) que la condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait 


(45) v*— v' 
est que 
(46) (a-v) (t -p =0. 


Cela donne soit 
(47) a-v=0 ou t-p—0. 


La premère des éventualités (47) dit que le vecteur de 
courbure v est situé dans Vhyperplan J (si v=0, nous ptu- 
vons dire aussi que v est dans IT). La seconde exprime 
que la direction p doit être perpendiculaire à C. Le lemme 
est ainsi démontré. 

Il en résulte, d’une manière simple la généralisation 
d’une interprétation classique de courbure géodésique (cf. 
article Ce R. von Lilienthal, Die auf einer Flache gezo- 
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genen Kurven, l’Encyclop. d. mathem. Wissensch. IH}, page 
134, § 12,3). 

Soit V,-1 l’hypersurface régulière à (n—1) dimensions 
plongée dans Fn, sur laquelle se trouve une courbe régulière 
donnée C. 

Envisageons sur C un point arbitraire M et soit M ’hyper- 
plan passant par ce point et tangent à V,_1. Désignons par C’ 
la projection orthogonale de C sur le plan JI. 


Théorème. La courbure de la courbe C’ au point M est 
égale à la courbure géodésique de la courbe C en ce point. 


En effet, la première équation des formules généralisées 
de Bonnet-Kowalewski donne 


dt 


a liés + et : 
U — FE — D Ap t- } t. 
asd u n 


Les suppositions du lemme sont satisfaites puisque le vec- 
teur ¢ est situé dans J7 et la direction de la projection ¢ est 
1 n 


perpendiculaire à C. 


En outre, Y =) apt. 
u 
|" — 
Done v'|=VSai=a. 


|v’| est, en vertu du lemme, la courbure de la courbe C’ au 
point M. Par cela même la proposition est démontrée. 


4, Rayon de courbure géodésique 


Pour arriver à la généralisation d’une autre interprétation 
classique de courbure géodésique (voir l’article de R. von 
Lilienthal) nous généraliserons auparavent la notion de 
„figure polaire” pour les courbes situées dans l’espace Rp. 


Figure polaire. Soit M un point fixe sur la courbe ré- 
gulière C située dans Ff, et M un point courant de C dans 


le voisinage de M. Désignons par Tn et Ifa les hyperplans 

à (n—1) dimensions passant par M et M et perpendiculaires 

HEC: respectivement. Ces hyperplans se couperont, en 
1 1 
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général, le long d’une figure linéaire //,-2 à (n—2) dimen- 
sions, Située sur pp 

S'il existe la position limite (dans un domaine fini) de 
cette figure (désignons la par WEET nous l’appellerons figure 
polaire de la courbe C au point M. 


Conditions d'existence d’une figure polaire et son 
expression analytique 


Les équations des hyperplans /7,_1 et Il, sont respec- 
tivement: 
| (æ —- Pr) t= 0, 
1 


48 o 0 
ae | (æ -r,t = 0. 
1 


Pour que le système (48) possède comme solution une 
figure linéaire à n—2 dimensions, il suffit, si M est assez proche 


de M, que les vecteurs t et t soient linéairement indépen- 
1 1 
dants entre eux. 


La condition suffisante pour cela est que 


dt 
(49) ( i) +0. 
0 


ds 


Si cette condition est satisfaite, nous pouvons écrire (pour 
le point M et les points M_ assez proches de M) 


dt 
(50) PEED x% > 0. 


Dans ce cas, non seulement le système (48) a une solution 


en x, mais en outre, il y aura une position limite Il,_> de len- 
semble des points communs des hyperplans. 
Cette position limite, c’est à dire figure polaire, est donc 
l’ensemble des solutions du système 
| (x—r)t = 0, 
1 


| (a — 9 i=0. 
2 


(51) 


4) à est le vecteur normal principal, x, la courbure au point M. 
2 
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Cela résulte d’ailleurs d’une théorie générale que l’on trouve 
dans une recherche de R. von Lilienthal dans le cas par- 
ticulier de n=3, et qui peut être facilement généralisée pour 
un espace euclidien à un nombre quelconque de dimensions. 


Rayon de courbure géodésique de la courbe C 
au point M 

Si l’on désigne par P. ’hyperplan tangent à V,_; au 
point M de la courbe C située sur V,-1 et par TE la figure 
polaire de la courbe C au point M , alors If, 2 et E,-1 se cou- 
peront, en général, suivant une figure à (n—3) dimensions H ns. 
Désignons par ô la distance du point M à Ë „a. Nous 
pouvons appeler le nombre ô rayon de courbure géodésique de 


la courbe C au point M. Cette détermination est justifiée 
par la proposition suivante: 


cu i = + al 
Proposition. Si a=VS ai >0, le nombre 6 est égal à =. 
{ 


Démonstration. L’équation de la figure polaire est écrite 
sous (51). L’équation de l’hyperplan D, a la forme 


(52) (x— Ft —0. 


Joignant l’équation (52) aux équations (51), nous obtien- 
drons l’équation de l’hyperplan H 3 


(x —7,:t —0, 

| : 
(53) (æ r,-4 =; 
(æ- r t= 0, 

n 


Puisque a > 0 iest linéairement indépendant de t et puisque 
2 n 


v0 o (©) [e] a oO Oo À e E m p 
t't—9, i-t=0, les vecteurs t, 4, t sont lineairement indepen- 
2 1 i 12 


n 1 n 
dants entre eux. Il en résulte que le système d’équations (52) 
représente en effet un objet linéaire à (n—3) — dimensions. 
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Transformons le systeme (53) en un systeme équivalent, 
en remplaçant la deuxième des équations (53) par une autre. 
Notamment (puisque x,+0) l’équation 


(54) (x — r) 4 —0 
2 


est équivalente à la suivante 


at 
(æ— tr) T = 0; 
c’est-à-dire à l’équation 
(55) (æ—r){y aa t Hyh =0. 
n 


Le système composé de la première et de la troisième des 
équations (53) et de léquation (55) sera équivalent au système 
obtenu en remplaçant l'équation (55) par l'équation (56) que 
Pon obtient en soustrayant membre par membre, de (55), la 


troisième équation (53) multipliée par y 


(56) (x —r)- Y aat —0. 
À 


Ainsi done l'équation de la figure H,-3 est 


1 
(57) Ly ar o, 


Nous allons maintenant trouvcr la distance du point M 
à la figure (57) que nous définirons comme le minimum de 


la distarce de M au point courant P situe dans JEA 


Le vecteur y=MP= x—r vérifie le système a’équations: 
(58) yt=0, Sy-at—=0, yt=0. 
1 n 


Pour simplifier les calculs, prenons un système cartésien 
local en plaçant son origine au point M et en dirigeant 
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ses axes dans le méme sens que celles du systeme B—K 
généralisé. 

Dans ce cas le vecteur y, satisfaisant au système (58) 
aura les composantes 
(59) UT, Lan 10) 


Celles-ci seront liées, en raison de la deuxième des équa- 
tions (58), par la relation: 


(60) J ca ta = 0. 


La relation (60) établit une liaison effective entre les coor- 
données %:, vu la supposition =u} >0. 
A 


La distance MP. c’est-à-dire la longueur du vecteur y 
s’exprimera donc par la formule: 


(61) iy|=Vd ai, 
d’où 
(62) y => as. 


Au lieu de chercher le minimum de |y], il suffit de cher- 
cher le minimum de |y|?. En appliquant la méthode du fac- 
teur indéterminé de Lagrange, nous obtenons facilement 


Min |y?= =x, 
uå 
d’où 
Re He aN 
Se à 


ce qui démontre la proposition. 


5. Généralisation du théorème de Bertrand 


Partant de l’interprétation géométrique de torsion géo- 
désique, donnée par J. Bertrand (voir l’article cité de von 
Lilienthal p. 166), pour les courbes situées sur les surfaces V, 
plongées dans l’espace euclidien à trois dimensions K désig- 
nons par y langle entre le vecteur t (normal à la surface au 

n 
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point M de la courbe) et le plan à deux dimensions /7 passant 


par le vecteur # (c’est-à-dire le verseur du vecteur MM atta- 
ché au point M de la courbe) et le vecteur £ (normal à la sur- 


face au point M ). Soit s — la longueur d’arc entre M et M. 
Théorème généralisé de J. Bertrand 


La torsion géodésique de la courbe ax point M est égale à 


spin. 


soo S 


t 
A 


© 
t 
1% ft 
M 
Fig. 1. 
Démonstration. 


En faisant usage de la notation (17) 


1 —- 1° o Th 
D — so, OU Y--? = MM, 
a” — à] ; 


nous pouvons écrire la définition de Vangle y sous la forme 

y= xt a(t, é |, où x(t, t) désigne le plan à deux dimensions, 
n n n 

déterminé par les vecteurs £ et t. 


En appliquant la formule (22) du lemme 4, nous pouvons 
calculer le cosinus de l’angle y. On utilisera pour cela le 
développement des vecteurs ¢ (formule (13)) et t (formule (18)) 


n 


en posant, comme dans le lemme 


V=t, H=t et t=t (k=1). 


a n 
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Les coefficients qui figurent dans la formule (22) s’expri- 
meront comme suit: 


| 

(7a) 
Er 
CS 
+ 
— 


| e” 
| Oo = Sy De 


où les points remplacent les fonctions d’are s tendant vers 
Zéro avec s. 


De là, on obtient dans la suite 


| «o= S[—y+.….], 
o —1--s(—iy-—...], 
oe, To ER TEA) 


La longueur de la projection T du vecteur £ sur le plan UM 


sera donc 
(63) |T = Jit a a a 


re] 


L'application du lemme 1 (formule 19,) au numerateur de 
(63) donne: 


(64) 1+s[—tyP—t) Bi +]. 


L'application du lemme 2 (formule 19,) à l’inverse du dé- 
nominateur conduit à l’expression: 


(65) 1+s7(17?+..,]. 


De la, le produit qui est égal, d’aprés (21), au cosinus de 
langle cherché, aura la valeur 


(66) COS y =1—4s 2" Bi + ...]. 


En appliquant le lemme 3 (formule (20)), on arrive à ce que 


(67) lim © = |S. 


s>0 


Le théorème est ainsi démontré. 
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6. Généralisation du théorème de Demartres 


En utilisant l’idée directrice de l’interprétation géométrique 
de torsion géodésique donnée par G. Demartres (voir 
l’article cité de von Lilienthal, p.167) pour les courbes si- 
tuées sur V,, plongées dans R, envisageons aux points M et M 
les hypersphères tangentes aux hypersurfaces et passant par 
les cercles osculateurs de ces points. Il résultera de notre dé- 
monstration que ces hypersphères, existeront si, comme nous 
le supposons, la courbure normale au point M sera diffé- 
rente de zéro. 

Soit y l’angle (d’après la définition (82)) entre ces deux 
hyperspheres. = 

Ces dernières se couperont certainement si la distance MM 
sera suffisamment petite. Désignons, comme habituellement, 


par s la longueur d’arc MM. Partant de ces notations, 
nous pouvons énoncer 


Le théorème généralisé de Demartres 


La torsion géodésique de la courbe au point M est égale à 
B=VSB3 = lim = 
s>0 $ 


Démonstration. Désignons par oe le rayon de Vhyper- 
sphere tangente a l’hypersurface au point M et passant par 
le cercle osculateur au point M de la courbe. Désignons par 
U et Q les centres respectifs de l’hypersphère et du cercle de 
courbure. Soit g langle entre la normale à l’hypersurface et 
le plan osculateur (dans lequel se trouve le cercle de courbure). 

Nous constatons que le triangle M UQ est rectangle (Fig. 2). 

On obtient alors la relation 


2 1 
cosy’ 


(68) 


en supposant que #,+0 (on sait, de la définition de courbure, 
que x, >0). Donc x, > 0 et cosy >0, c’est-à-dire que 


(69) 0<p<z. 


COURBURE ET TORSION GÉODÉSIQUE 47 


La non-disparition du coëfficient y est condition suf- 
fisante pour que la premiere courbure x, de la courbe soit 
différente de zéro au point M. Il s'ensuit, notamment, des for- 
mules généralisées de Frenet et de Bonnet-Kowalewski (voir 
le travail cité de St. Gołąb, formules (60) et (85) p. 112 
et 118) 


(70) Dt =$ ait+ytx=;" à, 
1 A n 2 

d’où 

(71) = VS ait. 


Fig. 2. 


L’angle p est formé par les vecteurs MQ et MU. Le vec- 
teur MỌ est égal à Lai; MU dépend de l’oricntation du vec- 
‘1 2 
teur t et est égal à 


(72) MU =co-t, Ouse — lt 
On déterminera le signe de € de la condition (69); donc 


(73) cosp = et À > 0. 
1110 2 


En multipliant (73) par ~,>0, on obtient 


(74) e-t-2,4>0 
2 


n 
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ce qui donne, à cause de (71), 


(75) e-t(Na,zt+yt)>0, 
n 2 n 

done 

(76) e TSN y. 


Revenant à la formule (73), calculons l'inverse du rayon 
de la sphere o exprimé par la formule (68) 


1 
(77) sue a ee Wat 
n 2 


L’application de l’égalite (70) donne 
GCO SiP ZEE y N Aa AOE s 
donc 
(78) #1: COS =|y!. 


En vertu de la supposition, y+0; donc, en raison de (68) 
on a 


LA 
FRA 


On a dit que U et U désignent les centres des hypersphères 


(79) 0 


déterminées plus haut (on peut admettre que s — Ml est 
assez petit pour que y soit différent dc zéro aux points M 
et M). 

Si l’on désigne par y et y les courbures normales aux points 
M et M respectivement, le rayon-vecteur des centres des sphè- 
res s’exprimera par la formule 


1 


OÙ=r+MÜ=r+ (sgn y) -r t, 
donc 
PURES: 
(80) Sate 
Jott + ri. 
ran 
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Dans ce cas, le vecteur d — UU joignant les centres de deux 
hyperspheres s’exprimera par 


et son carré sera égal à 


i) 


d?=d-d=(r—r}+ 5 (r—r)(yt—y t) + 

r 1 uae We 
Re ro) 

POP yyn n 


Considérons maintenant la section des hyperspheres par le 
plan à deux dimensions passant par les centres des hyper- 
spheres (U et U) et un point arbitraire P situé sur l’inter- 
section de deux hypersphères. Cette section se composera de 
_ deux cercles qui se coupent et dont les rayons sont 0 et o. 

Faisons passer, par le point P, deux tangentes a ces cercles, 
orientées de manière que leurs directions tendent, à être pa- 
rallèles et de même sens si ces centres tendent l’un vers l’autre. 

Adoptons la définition suivante 


(82) Définition. On appellera angle y entre des hyperspheres — 
l’angle entre les tangentes aux cercles dont il a eté question plus 
haut et que l’on obtient en coupant les sphères par un hyperplan 
arbitraire à deux dimensions passant par leurs centres. 


Il est évident que l’angle y est égal à l’angle 6 entre les 
rayons de deux sphères, issus des centres des sphères jusqu’au 
point commun P de deux cercles (Fig. 3). 

L’angle 6 qui est opposé au côté d est formé par deux côtés 
restants o et o. Il en résulte que cet angle est indépendant 
du choix du point P, et, par suite, l’angle y ne dépend pas du 
choix du plan de la section. La définition donnée plus haut 
est ainsi justifiée. 

En appliquant le théorème de Carnot au triangle UUP, 
on aura 


Q 
o e E 
——— 
200 
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 4 


(83) COS y = 
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Si l’on fait usage des formules (79), (81), (83), on obtient 
(84) cos p=(t-t)—4yy(r—r;—(r—r)(yt—yi). 


Calculons maintenant le membre droit de la formule (84). 
Le développement (13) donne 


f-f=¢,—1+8 [—4 yi 2—10 43 Tan 


n n 


En developpant y au moyen du reste de Cauchy-Peano, 
nous avons 


(85) y=yto ou w—>0 lorsque s +0. 


Fig. 3. 


En tenant compte du développement (16), on aura 
Lyy(r— = [1 yet ~] OU @,>90O avec s—>0. 
L’application des développements (13) et (85) donne 
yt—yt = = s[— P+ py]: tt PAm yBat wa) tLe yt pa] t, 
ou p0 si s—0 pour i=1,2,...,n 
En multipliant scalairement la différence yt—yt par 
(r i, nous obtenons à cause du developpement (14) 


(r—r)(yt—yt) = s2 (—7?- v), ou »—>0 si s—+0. 
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En substituant les résultats obtenus dans la formule (84), 
on aura finalement 


(85) cos y =1 + s{—4 X Bi +n] où »,—0 lorsque s— 0. 


L’application du lemme 3 a (85) donne 


ar 


lim 2=Vy¥ 6 =f. 


s—>0 S A 


Le théorème est ainsi démontré, 
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L’'INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE LA 
COURBURE ET DE LA TORSION GÉODÉSIQUE 
À L'AIDE DE LA REPRÉSENTATION HYPERSPHERIQUE 

DE LA COURBE 


Par T. H. WROBEL (Warszawa) 


Le but de cette note est de généraliser le théorème connu 
de Knoblauch qui donne une signification géométrique de 
la torsion géodésique dans l’espace a n-dimensions et de dé- 
montrer un théorème analogue concernant l'interprétation 
géométrique de la courbure géodésique. 

Nous nous appuyons dans cette note sur les résultats obtenus 
par l’auteur et S. Gołąb dans le travail: ,,Courbure et tor- 
sion géodésique pour les courbes situées sur les hypersurfaces 
a (n—1)-dimensions plongées dans l’espace à n-dimensions” 
(Ann. Soc. Pol. Math. 24 (1951)) et nous appliquons les 
notions et les notatios du travail cité. 


Fig. 1. 


(le dessin est fait pour n=3). 
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Soit V,-1 une hypersurface régulière plongée dans l’espace 
euclidien à n-dimensions, C une courbe régulière sur cette 
hypersurface. 

Désignons, pour la courbe C, par % la courbure première, 
et par a et B respectivement la courbure et la torsion géo- 
désique, introduites dans le travail cité. 

Considérons l’hypersphère unitaire, c’est-à-dire l’ensemble 
de points dont les distances à un point fixe (par exemple 
à l’origine du système de coordonnées) sont égales à l’unité. 

Désignons par C, la projection hy persphérique de la courbe C, 
obtenue sur cette hypersphère à l’aide des tangentes (t), et 


par C, celle obtenue à l’aide des normales (t) à l’hypersurface. 
n 


Désignons ensuite par œ langle entre la normale à l’hyper- 
surface (t) et la normale principale à la courbe (i). Désignons 
2 


n 


enfin par p; langle entre la tangente à C, et la normale (t) et 


n 


par ọn celui entre la tangente à C, ct la tangente (t) à la 
1 


courbe C. 
Ceci étant, nous avons deux théorèmes suivants: 


Théorème I, Si la courbure normale de la courbe est diffé- 
rente de zéro, alors 
a =x% * COS w’ tg g. 
Théorème TT. Si la courbure normale de la courbe est diffé- 
rente de zéro, alors 


DE CoO tg Pan. 


Remarque. Le théorème II pour n=3 est précisement 
le théorème de Knoblauch (cf. von Lilienthal: Die auf evner 
Fläche gezogenen Kurven. Enc. d. Math. Wiss. B. II, H. 1). 


Démonstration. 


En tenant compte d’une des formules généralisées de 
Frenet 


(1) = Hi, 
2 
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et de celles de Gotab (les formules généralisées de Bonnet- 
Kowalewski) 


dt 

ç À = -t s-t 

(2) Dir ai =i Be f f 
dt = 2. À, 
i = — ory) eo. Ras 


calculons le cosinus de langle w: 


di 
On OS do ÉTEINT pri 
“cask Wal vie a e 
(4) 
es: ‘i 
| Ni pe ea 
#1 ds xı Bin t : 


Admettons que la courbure normale y soit différente de 
zéro, donc, la première courbure 


(5) # = V+ 
est aussi différente de zéro. 


La courbe C, étant représentation hypersphérique de la 
courbe examinée C, obtenue par les tangentes à l’équation: 


(6) R =t, 
1 
le vecteur T, tangent à C, s’exprime par la formule 
di 
2 resem as 
(7) Se da ee 


(8) T = — 
j VE ay Tr 
Il s'ensuit que 
7 K 
( Pı KA e 
vu que 


f 
(10) DD AE 


Qi 
Qt 
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et, par conséquent, 
a 


(11) tg pı = — 


y 
La courbe Cna étant représentaticn hypersphérique de la 
courbe examinée C, obtenue par les normales t à l’équation: 
n 


(12) R=t 


n 


le vecteur 7, tangent à Cn s’exprime par la formule 


at 
dR : 
; r DO eS ae a ae Apt ls Ja’ 


et le vecteur tangent normalisé par 


jis O NE 
(14) Ta = — re 
VS pity 
Il en résulte que 
Y 
(15) COS ait, Fe > 
1 VEF 
vu que 
, df 
(16) Se= 


De la formule (15) nous obtenons 


i p 
1 too eee 
(17) gg 7 


En vertu des formules prouvées (4), (11) et (17) nous avons 


| yad 
18) #1 * COS w ` te p, = x% *— -=a 
( 1 g pı 1 ee i : 
(19) -m cos w -tg pa = —m -Z (E) =g, 
Hy y 


ce qui termine la démonstration de nos théorèmes. 
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SUR LA SOLUTION DE L’EQUATION INTÉGRALE 
DANS LE PROBLÈME DE FOURIER 


Par W. PoGORZELSKI (Warszawa) 


Dans ce travail nous ferons l’étude d’une équation intégrale 
à laquelle conduit le problème mixte de Fourier pour plusieurs 
variables spatiales. 

Considérons d’abord l’équation de chaleur de la forme 


(1) itas ae 


Le probleme mixte de Fourier consiste dans la recherche 
d’une fonction u(x,y,t) qui satisfait à equation (1) en tout 
point intérieur M(x,y) du domaine D, limite par une courbe 
fermée C, pour t>0 et qui remplit la relation linéaire donnée 


(2) C + a(s,t)u + b(s,1) =0 


entre la valeur limite de la dérivée normale = et la valeur 


limite de la fonction u en tout point P(s) de la courbe C dé- 
terminé par l’abscisse curviligne s et pour t >Q; a(s,t) et b(s,t) 
sont des fonctions continues et bornées données pour t>0. 
Nous admettons en outre la condition initiale 


| u(x,y,t) — 0 


(9) [t—0 


(x,y) étant à l’intérieur de D; le cas d’une autre valeur ini- 
tiale se ramène au cas (3) par addition d’une solution connue. 
Le problème précédent peut être résolu par une belle méthode 
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fondée par Holmzren!), E. Levi?), M. Gevrey). Cette 
méthode est basée sur la solution fondamentale 


1 _ tun? 
{4) e 4(t—t) 


lit 
et sur les propriétés des intégrales analogues au potentiel de 
simple couche et à celui de double couche. 


Cherchons notamment la solution #(W,t) du problème mixte 
sous la forme d’une LEE 


(5) (M, t)— DE 


analogue au potentiel de simple couche; |MQ| désigne la dis- 
tance entre le point M(x,y) et le point Q(c) du contour C; 
u(o,t) est une fonction inconnue, dite densité de la couche, 
que l’on doit déterminer de facon que la condition limite (2) 
soit remplie. En supposant que la fonction u soit continue et 
que la courbe C admette la tangente dont la direction rem- 
plit la condition de Hélder, on peut montrer que si le point M 
au moment ¢ tend vers le point P(s) du contour C, la dérivée 
suivant la normale tend vers la valeur limite 


(6) (=) = + 27% (8,t) + 5 SSIS e e -a u(o,t)do dr 


rss désignant la distance des points P(s) et Q(o) du contour C, 


= u(o,t)do dr 


Ps désignant langle entre le vecteur PQ et la normale inté- 
rieure au point P(s). 
La condition limite (2) conduit done a l’équation intégrale 


suivante 
Tso 
27 ul (st + Sps ES LEE HE 
—t) 


1 DOT 
+ a(s,t) —e 4-9 
ii ; 


(7) 


ulo, t)dodt+ b(s,t) =0 


avec la fonction inconnue u(s,t). 


1) Holmgren, Arkiv for Mathematik (1907). 
2) E. Levi, Annali di Matematica (1908). 
3) M. Gevrey, Journal de Mathématiques (1913). 
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Nous écrirons l’équation (7) sous la forme 


t 
(8) uls, t) =f(s,t) + 2 N(8,t; 0,7) u(o,t)dodt, 
Lf 


À étant un paramètre, les fonctions connues f et N sont de- 
finies par les expressions évidentes. Le noyau N de l’équa- 
tion (8) admet pour t= 7, $s =o une singularité assez compliquée. 

On cherche comme d’habitude la solution de l’équation (8) 
sous la forme d’un développement suivant les puissances du 
paramètre À : 


(9) u(s,t) = f(s,t) + = i” f(s, t). 


v—1 


En se bornant à la limitation grossière des intégrales im- 
propres de la forme (7), il n’est pas difficile de montrer la con- 
vergence de la série (9) pour les valeurs |A| et les valeurs t 
suffisamment petites. Mais la preuve de la convergence de la 
série (9) pour toute valeur de À et de t entraîne des difficultés 
a cause de la singularité compliquée de l'équation (8). 
H. Müntz 4) a démontré la convergence de la serie de la 
forme (9) pour toute valeur de À et de it, mais pour le 
problème simple de Fourier: 

lim u( M,t)= fonction donnée de (s,t) 

MP 
qui conduit à l’équation intégrale avec la singularité analogue 
à la singularité (7) par l’usage du potentiel de double couche. 
H. Mtintz suppose que la courbe C admette la courbure con- 
tinue et bornée en tout point. 

En 1949 S. Michline (C. Muxzax) a démontré dans sa mo- 
nographie sur les équations intégrales, publiée en langue russe, 
existence de la solution du problème simple de Fourier 
sous la forme d’une série (9) convergente pour toute valeur 
de t, mais dans le cas particulier d’une courbe C convexe 
et À borné. Les méthodes de Müntz et de Michline ne 
s'appliquent pas a l’équation intégrale (7) et n’introduisent 
pas de noyau résolvant. 


*) H. Müntz, Mathematische Zeitschrift, 1936. 
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Dans ce travail nous donnerons la preuve de convergence 
de la solution (9) de l’équation (7) pour toute valeur de 2 et 
de ¢ sous la supposition plus générale que la courbe C admette 
la tangente en chaque point, dont la direction remplit la con- 
dition de Holder, c.-à-d. que langle cse que font deux tan- 
gentes aux points arbitraires (s) et (o) de la courbe C rem- 
plisse l’inegalité 

|@sc|<k]s—ol*4s (0<h<1) 


quelque petit que soit s—o; h est une constante dite exposant 
de Holder et k une constante déterminée. 

Notre méthode et le résultat s’applique de même au pro- 
blème simple de Fourier traité par M. M. Müntzet Michline. 
En outre notre méthode permet de préciser la forme du noyau 
résolvant de l’équation (8), ce qui est important pour le pro- 
blème non linéaire de Fourier. 

Pour résoudre l’équation (8), considérons l’équation itérée 
de l'équation (8) sous la forme 


t 
(10) u(s,t) = fils, t) + 2? | f ist o,t) u(o,t)dodt, 
0 € 
où l’on a désigné 


t 
f(sst) = f(s,t) + 2 { y Matec. Aia r) dads 
0 C 
(10') 
M(s,t3 0,2) = f f N (5,45 e,t) N(0,65 0,7 & de. 
C ft 


(e) 


L’equation itérée (10) est équivalente à l'équation (8). Le 
noyau de l'équation (8) ayant la forme 


è r, 
1 COS Das Yso ; = 
2 Tsc (t =)" 


Pr 
4 ° SU 


e 4-0; (s+o; tT), 


N( sieve — 


+ a(s,t) 


ET, 
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le noyau itére M(s,t; o,t) sera la somme de quatre composants 
dont le premier aura la forme 


(12) 1 (COS ps COS Q f y? r? spi" Teo 

I(s.t: See fe TE CON: ME Tant) TTC) | 

tans f re Te JUPE" Le 
C T 


(0) 


Pour trouver la borne supérieure de cette intégrale, dé- 
composons l'intégrale par rapport à la variable č en deux 
parties suivantes: 


(13) 
t+1 


ye Pry 


2 
; y? p? so Too r “ep Meo. 
_ "#0" 00 HEN 4Œ=5) If Ce = ea a 4(t—t) 4-1) 
e dg + 0 dé. 
est CR LA À 

A 


=a 


En substituant 
Too 


1G—T) À 
nous aurons pour la première partie de la somme (13) l’inégalité 


mae 


‘> 
Fso = Fe 
SS (t roles D AE) it < 


(¢—t)? 
(14) Bie es yer 
Ye go .a (otage Lie, Go 
-= —e 49.4 fe *dq< ee =} 
Lai 2 f LE x} 
a — 2 
WE) Tog 


De la même façon nous aurons l'inégalité 


t $ y? +r 
Mes -WS EA y 16730 — 5 
15) fe WWE ap < Tbe AE. 
Oo) ) (oC —P <p 
t+r 
2 


L’intégrale (12) satisfait donc à l’inégalité 
ri +ri 
ak 3 See aes 
(16) |Z(s,t; o,7)|<4 e | COB pre | Nogales Se 4) do. 
| Neg | Tes | (t=T) 
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Or, d’après la propriété supposée de la tangente à la courbe C, 
les rapports 


COS Psoe |. | COS Pos 
yh ? gh 
sọ ea 


restent bornés Si řsọ—>0 et ,+—>0 où h est l’exposant d'Hôülder 
donné (0<h<1). 
Nous avons donc l'inégalité 
1 sot? oc 


De CO ee a 
(17) |I(s,t; DIE fr SEE 6 4(t—t) do 
p Ta loz (t—T) 


(e) 


k étant une constante déterminée (s +0; {+t). 
Pour étudier l'intégrale (17) si s—o—>0 et t—t—0 posons 


ave = Pr 
a so a oa B 


4(t—r) 


2 
et remarquons que la fonction Sabi e—8 est bornée dans Pin- 
tervalle (0, co); on a notamment 


2h 2h 
DRE (1+ Ai ie 


43 Kx do 
ss 0, fr 


= i—2h . joel moe 2h ° 
(e) 


En profitant maintenant de la propriété 
Tso + Toa > 21'so Noa 
nous arrivons à l'inégalité 


Ke k’ do 
| I(s,t; o,7)|< ALT a |—— 


(¢—t)*— FY Ta STe S 
(e) 
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Or on connait bien dans la théorie des équations intégrales 
singulières la propriété suivante 


hornée, si a+B<1 
J daa ky|log fso! + ko, Si a+ B=1 


ya B > , 
RTE ke F 
to) so 


si a+ f >l 


kika, ki, étant des constantes déterminées. 
L'intégrale étudiée I vérifie donc l’inégalite 


q i ] 


2h ’ 
(GT 3 ean oe 


alt 
< 


(18) | I(8,t; 0,7) 


q est une constante (0<h <1). 


Les autres composants du noyau itéré (10) seront étudiés 
plus loin dans l’espace à n dimensions et nous verrons que 
leurs bornes ne sont pas supérieures. Nous en concluons que 
le noyau itéré M admet la limitation suivante: 


E Me. des 
2h 2h 


(t —r) 3 sol 3 


(19) M(s,t; o,7)| < 


q, étant une constante. 

Nous signalons que les fonctions supérieures obtenues dans 
la limitation (19) ont les singularités séparées; cette propriété 
est importante dans l’étude de la convergence de la série (9). 

D’après le raisonnement connu, la solution de l'équation 
intégrale (10) doit avoir la forme 


t 


(20) ele) (OA f f Mist 0,7) fo, de de 
vs 


où le noyau résolvant Mt est la somme d’une série 


(21) MEE E D 20 M (5,1; 0,7) 


m==0 
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{H,=M) et où les noyaux itérés M, sont definis par la relation 
de récurrence 


t 
(22). M mtii 65%) = S [ies a,p)Mm(a, Pp; o,t)dadp. 
eG 
(a) 
Nous allons démontrer que la série (21) est convergente 
quel que soit A et pour toute valeur t et t non négative (t >rt > 0). 
Le premier noyau itéré M, a la forme 


t 

(24) Mister = | f Mls, a,6)M(a,B; 0,7) dads, 
s t C 
(œ) 


done dane le cas h=1 (condition de Lipschitz pour la tan- 
gente), d’après la propriété (19), le noyau M, et tous les sni- 
vants sont évidemment bornés Si 7;,—0 et t—t—0. 

Si h<1, le noyau M, n’est pas borné et vérifie l’inégalité 


' dp 
(25) |Mi(s,t; 0,7)|<@ pees cee | rue ka dits 
A nt) EE à IS OO M AL EE: 
(a) 
d’où il résulte 
1 
(26) ae Ale 


4 
ns”. 


D’après la formule (22), chaque iteration abaisse l’exposant 
de la difference t—7 et de la distance 7,, au dénominateur 
du nombre #h, nous en concluons que les noyaux itérés M, 
seront bornés en (t,t) et (s,o) à partir d’indice m, au plus 
dependant d’exposant d'Hôlder h de la façon suivante: 


7 3 


Soit P la borne supérieure du noyau M m: 


(28) Mn <P. 
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Cherchons les limitations des noyaux bornés suivants. Nous 
aurons, d’après (22) 
t 


dh d 
|M m+1(8;t; o, T)| < Pq, J-a - fa 


122 jo 
((—B) 3 © Tas 3 
(a) 


mais il existe une constante Q telle que 


da 
J= 
3 


pour tout point o, done 
3 oe 
(29) BU ers cate OT) 35 PQ: (t—T)3 j (Q= Qq i 


En général, on prévoit que le noyau M m+», pour v arbi- 
traire, doit vérifier inégalité 
2h 


D —— 


3 


v t— 
(30) PG | = PQ: a 


=y 


xy étant une constante dépendant de » que nous déterminerons 
en apercevant que si l'inégalité (30) est vraie, alors d’après (22) 
le noyau suivant M m+:+1 vérifie 1 l'inégalité 


pa 1 p% 

r 

ANRT 

a 2h 2h 

(v+1) 
Aer 
Ep Ain il $ 

E wee Xy 2h < 
rors +1] 


d’où résulte la relation de récurrence 


o+Dr Ni v+ 1) n= 


IF (2 5) r ae 


KyL1 = Hy 
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Nous en concluons par l'induction que les noyaux itérés 
Mm vérifient pour toutes les valeurs naturelles d’indice » 


Vinégalité 
2h 2h |» 
pinh or (=) (en | 
(31) |M m,+v(8,t; 0,7)| < ope C Å —— 
2h y rbT) 
9 
(vy =1,2,3,...). 


+) 

La présence du dénominateur I (v=) dans cette inégalité 
fondamentale assure donc la convergence absolue (et uniforme 
dans l’intervalle arbitraire) de la série (21) pour toute valeur 
de 2 et de t—t>0 (en négligeant les termes non bornés jusqu’à 
l'indice m, au plus). 

La formule (20) presente donc la solution unique de l’équa- 
tion intégrale donnée (8) pour toute valeur du temps ¢>0 
. et pour toute valeur du paramètre 4. 


Problème dans l'espace à n dimensions 


Le problème de Fourier dans l’espace à n dimensions 
pour l’équation parabolique d’une forme très générale 


JE E ee 
2 Guy aes o — b = + > Cy = + d'u =f 

lt, v= v=1 
était traité par M. Gevrey (Comptes Rendus, Paris 1932). 
Mais la discussion du développement de la solution de l’équa- 
tion intégrale, a laquelle conduit le probleme, n’était pas 
faite. Nous voulons maintenant étudier le développement de 
la solution de l’équation intégrale à laquelle conduit le problème 
mixte de Fourier dans le cas de l’équation de chaleur dans 
l’espace à n dimensions ë) (n >2) sous la forme 
. ou — du | 
Cr OL ae 


v=] 


(32) 


5) En 1938 A. Tychonoff, (Bulletin de l’Université de Moscou, 
vol. 1), a traité le probleme simple de Fourier dans le cas n—3 avec 
la discussion du développement de la solution, mais par une méthode 
différente de la notre. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 5 
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On cherche une fonction u(W,t) qui en tout point intérieur 
M(%,,%o,-.-)Un) du domaine D dans l’espace à n dimensions, 
limité par une hypersurface fermée S, satisfait pour {> 0, 
a l'équation (32) et qui en tout point P de l’hypersurface S 
(pour ¢>0) remplit la relation linéaire 

Aas 


(33) (oy j + a(P,t) up p+ b(P,t) = 


entre les valeurs limites de la derivée normale aoe et de u. 


On suppose que a(P,t) et b(P,t) soient les fonctions continues 
données sur la surface S et pour { >0. Nous admettons comme 
précédémment la condition initiale 


i u( M,t) +0 


if) [t—0 


M étant un point intérieur du domaine D. 


Nous préciserons d’abord les propriétés admises pour l’hy- 
persurface S. Soit donc le système de n axes rectangulaires 
Pé,é,...€) dont laxe PE, est normale à la surface S au point P 
et les axes P&,, P&,...,P&, sont situés dans l’hyperplan tangent 
a la surface S au point P. Nous admettons que pour tout 
point P de la surface S il existe une portion suffisamment 
petite de cette surface contenant le point P, telle que la pro- 
jection Q'(&, &3,.--,én) du chaque point Q de la portion 2 sur 
le plan tangent en P ne correspond qu’à un point Q de la por- 
tion Q et que la coordonnée &, du point Q de la portion 2 est 
une fonction des coordonnées (&5,&3,...,€n) qui possède les dé- 
rivées premières remplissant la condition de Holder: 


(35) 
Neve (ED, ED. £0) — bie (82, eP..., LV <h Sp- 20m 
(a= 2,3,...%) (0<h <1). ve 


Nous cherchons la solution sous la forme d’une intégrale 


De qe mure) 
(36) u( M,t) = Je f D EOR doodt 
t (tł 
0 S 
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«(Q,T) étant la fonction inconnue sur la surface S pour {> 0, 
MQ — la distance des points M et Q, dog — l'élément d’aire 
de la surface S au point Q. 

En exigeant que l'intégrale (36) remplisse la condition (33) 
aux limites, on arrive à l’équation intégrale 


(37)  u(P,t)}=f(P,t) + f freon Odeur 


avec la fonction inconnue u du point P de la surface S et du 
temps t supposée continue, f désigne la fonction continue don- 
née, À un paramètre. Le noyau de l’équation (37) est donnée 
par l’expression 


n PQ 
_ 10089 y Perro 
N(P,t;Q,7) ~ 9 = — com D a 
r t—7\5 +! 
(38) PQ ( au 
1 rye 
se leat) aE an 
(£—7T)2 


rpg désignant la distance des points P et Q de la surface 8S, 


gpg — langle que fait le vecteur PQ avec la normale inté- 
rieure a la surface S au point P. 

Nous signalons que par un changement de la variable 
d'intégration on peut mettre l’intégrale du premier terme de 
la somme (38) sous la forme 


COS 
(39) ante Ee fi grt eo" p (Q,t— E8) da| dog 
S 


PQ tg 
mais, d’après la condition d’H6lder (35), admise pour la sur- 
face S, on a 


(40) cos ppol < ka Yo 


(kı une constante et 0<h<1), donc l'intégrale impropre (39) 
est absolument convergente et a un sens déterminé pour la 
fonction u continue et pour t>0. La même remarque est vraie 
pour la seconde partie de l'intégrale de la fonction (38). 

5% 
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Nous résolvons l’équation (37) par une méthode analogue 
a celle appliquée précédemment. Considérons donc l’équation 
itérée équivalente à l’équation (37): 


t 
(41)  u(P,t) =f,(P,t) + À ai f M(P,t;Q,t)ulQ,t)dogodr 
0 S 
(Q) 
où 
t 
(42) M(P,t; On = [free IT, 8) N (IL, G Q,t) dtd m. 
SET 


(II) 


Le noyau N ayant la forme (38), nous étudierons le premier 
composant du noyau (42): 


I (P,t; Q, T) = 
(43) t rp Tite 
a 1 COS Ç prr COS QMQ : TPI ? 110 de e Meo) 46 T) dt da 
. 4 Aart n=l EL $e n y > 
SA EUS VC (re 
(IT) 
(P+0Q). 


Pour trouver la limite supérieure de l'intégrale (43), dé- 
composons l'intégrale par rapport à ¢ en deux parties éten- 


. L+T ‘ttt 
dues aux intervalles (+, | et | = 2 


Nous aurons pour la première partie 


estat 
2 


ri r3 
riur a wna 
f = Q — e 4(f—€) 4(€—t) Wee 
2 (Ei t (EET 
2 
nn TPE i M2 
45 TPI 4(#—2) s= 
T stl 
2 YI1Q 


2(t—t) 


et l’inégalité analogue pour la seconde partie. 
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p O à : 
Or la fonction g2~' e~ 2 atteint son maximum pour g= n—2, 
done 


=z res PSC e 
q? lea < (n—2)2 le Ru (n > 2) 


dans l'intervalle (0, co). Il en résulte 


n n nas q n n S 
fe e Tdg<(n—2} EER: dq = 2(n—2)2 RC 
5 S 


Nous obtenons donc l'inégalité 


2 
f oe rbn TIQ nr? rent rig 
YPI T -Ho WED y r toe E 
j PIH TNQ e W-D 469 gr — y PETIN o 4(t—z) 3; 


he eo CS e 


3 + nn 
OÙ x—22"" (n—2)2 e72". En appliquant maintenant la pro- 
priété admise (40) de la surface ©, nous voyons que l’inté- 


grale (43) remplit l’inégalité suivante: 


ES 
(t—t) 


x TE YT ay = 
(44) es ES) doy 
atts Y PII Y IIQ 


(11) 


x, étant une constante. 
En profitant de l'inégalité (a> 0; b>0) 
an + bn < (a+ b)” = [(a+bPp < 22 (a24 b), 
nous pouvons écrire 
225 e = ter do 


—— e t) dop- 
GD E J ren rite a 
(11) 


[Z| < 


+a 


n 
e = = e e n 
Or la fonction 22 e “ atteint son maximum pour z= 7 +a 


(a est un nombre positif quelconque), donc 
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dans l'intervalle (0, co), nous aurons par conséquent 


ae 
T ty Ho 25 dor 
| 1| < tre pn—hħ—1 n—h—1 (7? +? a 

Pe PH IIQ PH T" Trg) 

(TI) 
(45) Hs Ho ox don 
< pelt Rit tel A ee a 
(t—z) 1— a fa n+a—h—1 ' 
jag, ce LPU TIQ 
(IT) 


Pour que l'intégrale ait un sens, il faut et il suffit choisir 
la constante a de façon que n+a—h—1<n—1, d’où 


aie 


en outre nous exigeons avoir 


1—a<i. 
Prenons donc 
a= Oh, 


© étant un nombre positif inférieur à l’unité (© <1) choisi 
arbitrairement et nous aurons 


n 
eg alee Ve don 


Ay pry FOX ON DES: jf SS er, Ey ee 
(t—r)! où J ron dA Le 7) h—1 


IZ,(P,¢; Q,7)| < 
(71) 


L’intégrale obtenue est bien connue dans la théorie des 
équations intégrales et admet la limitation suivante: 


dor const 
Persia el” 0) 
é T PII TIQ VPQ 
(D 


Nous en concluons que l'intégrale (43) vérifie inégalité 


x" 1 


ers Sl.) ST 
(t—t) "reg? 


(46) Zi(P,t; Q,7)| < 
T Yr 


x étant une constante. 
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Passons maintenant au second composant du noyau itéré 
M sous la forme 


I,(P,t; Q,T) = 
t & VPIT TPQ 
1 COS | i ‘a(x 6) RER Ti are 
(47) =; ff = es ae dor. 
Rae Tb Cot (Cras 
(II) 


D’après la propriété (40), nous avons 


3 2 
mA Ypm THQ 


(48) nical Saati VPI 6 FD MA x don 
—C HET 3 


x étant une constante. De même que précédémment nous 

décomposons l’intégrale par rapport à ¢ en deux parties éten- 
. tr t i 

dues aux intervalles Fr, a et ex ; t) et nous aurons pour 


= os 


la première partie l'inégalité 


t+1 
h41 
Eai AE) 2 Ri. —4; 
peste nt | CPC UT 
; (= +1 TIQ 


2 rig 
2({—1) 
h+1 T'PIT 1 1rQ 
Y PIT A TH 

< const ——=— e “ de WV 

(t—rt zt! "IIQ 
4 ak ORA 1 ve” 
< const — == 


Ci 
(t—1)g tie E 


a, B étant des constantes positives que nous choisirons de 
façon que 


= +1-a—6<1; 2a—h—1l<n—1; n—2+98<n—1. 
Nous prenons donc 


CL 


SRE 
ae 
© 
T 
Il 
| 
g 
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© étant une constante positive arbitraire inférieure à l’unité 
et nous aurons 


He 
2 


JS ia const 1 1 
7, On. Oh aE 
(t—T) ron rio 


De la même façon nous obtenons pour l'intégrale étendue 


à la seconde partie =, ) l'inégalité 


e const 1 | 
1=ON Sn) oe? 
C= yore To 


© étant une constante positive, inférieure à l’unité, mais su- 
périeure à 1/,, choisie arbitrairement. Nous concluons que lin- 
tégrale (48) remplit l’inégalité 


x [ dir 
TASER LR ie. on 
| 2 =y , [= n=; ]— © = ——? 
tr) 2, ra OT nat 
(IT) 
donc 
(49) |I (P,t; Q,7)|< a = 
be om BY | (t—t)! et i 2 
(C220 = 1). 


Les limitations du troisième et quatrième composant du 
noyau itéré (42) ne sont pas supérieures, nous concluons donc, 
d’après les inégalités (46) et (49), que le noyau itéré M vérifie 
les inégalités suivantes: 


' x 1 | 
— 5}; ° mera [io <2 n) 
(50) | M(P,t; Q,1)|< 


44 | dis 2 a 
(t—r) 9" : am|" 9>2—7) 
© étant le nombre choisi arbitrairement à l’intérieur l'intervalle 
(2, 1), x, — une constante positive choisie de manière que 
l'inégalité (50) soit vraie si rpo <1 ct Si rpQ >1. 

Le raisonnement qui suit est analogue que dans les cas n=2. 
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Nous aurons notamment la solution de l’équation (41) sous 
la forme 


0 S 
(Q) 


t 
(51) (Pj) =A(P,t) +2 f f MP, t; Q,7) (QT) dogdr 


ou le noyau résolvant est la somme de la serie 


(52) MiP 0,7) — > T 


m=0 


(M,=M). D’après la relation de récurrence 


M m(P,t; Q,t) = [free R, P)Mn1(R, b; Q,7) dor dp 


TRS 
(R) 


et la limitation (50), chaque itération abaisse l’exposant de 
t—7 du nombre Oh et l’exposant de rpo du nombre 


—[n+O0h—2—(n—1)]=1—Oh 
ou bien 
—[n—2(1— 0) h—1—(n—1)] =2(1—0)h, 


donc les noyaux itérés M, seront bornés en (t,t) et (P,Q) 
a partir d’indice m, au plus, suivant 


n—l1 ; l 
Mo =f x): S1 © <2-—- 


(53) 


_{ N—1 A 
Mo =F (sti): Si O>2—— 


1/,<@<1. Par un raisonnement identique à celui dans le cas 
n—2 nous concluons que tous les noyaux d'ordre m>m, 
vérifient les inégalités: 

Lig T (Oh) (t— 1) FP 

V I(vOh) 


(v=1,2,3,...), 


2 
(54) Mm,+o(P,t; Q,T) < nI 
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g et g, étant les bornes supérieures des expressions 


|M m| <9; “8 <q, 
54 

¢ étant le plus grand de deux nombres n+ Oh—2 et 
n —2(1—O)h — 1. 

D’après la limitation (54), la série (52) qui détermine le 
noyau résolvant est absolument convergente quel que soit À et 
t—rt >Q; la convergence est aussi uniforme par rapport à toutes 
les variables dans le domaine S et dans chaque intervalle fini 
de la variable |A| et des variables t > 7 > 0. 
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SUR L’ÉQUATION INTÉGRO -DIFFÉRENTIELLE 
NON LINÉAIRE À SINGULARITÉ POLAIRE 


Par W. POGORZELSKI (Warszawa) 


Introduction 


Dans ce travail nous étudierons l’équation intégro-différen- 
tielle non linéaire et singulière de la forme 


(1) f N(æ, y) Fie, y, (4), oly) oy) dy = fa 
0 


gm étant la fonction inconnue (n>1). 

Nous admettons les propriétés suivantes des fonctions don- 
nées N, F, f. 

1. La fonction N(z,y) possède la singularité polaire pour 
x=y c’est-à-dire la singularité définie par l'expression 


(2) V(a,y) =M,(a,y) cotg = (@—y)+ Ma, y) 


les fonctions M, et M, étant holomorphes et de période réelle a 
si les points æ et y sont situés dans la bande infinie I’ qui con- 
tient axe réel. 

2. La fonction F(£,Y, Ug; U1,..….;Un) de n+3 variables est 
déterminée et holomorphe si les points x,y sont situés dans 
la bande I et les points w,,%,,..,u, dans le domaine 


(3) fa — Pal < Qa (a=0,1,2,...,n) 


Pa étant les constantes réelles ou complexes et da les constantes 
positives; en outre la fonction F admet la période réelle a par 
rapport aux variables æ et y, la périodicité par rapport aux 
variables uv, n’est pas nécessaire. 
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3. La fonction f(x) est déterminée, holomorphe dans la 
bande J’ et admet la période a. L’intégrale dans l’équation (1) 
a la valeur principale de Cauchy, c’est-à-dire 


x—e 


(4) [res )F : a] fra + fran 


æ étant un point intérieur du segment me 


Noyau singulier ferme 


Pour la résolution de l'équation proposée (1) nous aurons 
besoin d’un noyau que nous appellerons noyau singulier fermé 1). 
C’est un noyau K(x,y) de même singularité que le noyau (2) 
tel que l’équation 


a 


f K(a,y) h(y) dy =0 


0 


n’a d’autre solution analytique que la solution banale h=0. 
Dans un travail qui paraitra en 1952 ?) nous avons donné 
un exemple d’un tel noyau sous la forme 


(5) K(2,y) =Ag(y) cotg — (w—y) + X Av(x)Boly) 

v=1 
A, B, étant les fonctions holomorphes dans la bande I et 
admettant la période a. Nous avons notamment montré que 
le noyau (5) sera fermé si les fonctions A,, B, remplissent la 
condition suivante: 


(6) aet| <a on R 
0 


a? A (2) 


CADET) 


où l’on a posé 


By aAa Cl; (Cale = fa ) cotg = (2—y + faune 


Den) 
dav est le symbole de Kronecker. 


1) Voir l’article du même auteur: ,,Journal de Mathematiques“ 1939. 
2) „Prace Matematyczno Fizyczne“, tome XLVIII. 
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S | AE 
„œ La condition (6) est à la fois nécessaire si entre les fonc- 
ions Ax,.…, 4h n'existe pas une relation de la forme 


n 


à ay A(x”) = q 


v=] 


a, et q étant des constantes ne s’annulant pas toutes à la fois. 


Transformation de Poincaré d’une intégrale itérée 


Notre étude de l’équation (1) aura pour base la transfor- 
mation importante suivante de l’intégrale itérée, donnée par 
H. Poincaré 8): 


Ieo nee) | N(2,y)P(2,y) in dz = 
aa 


=— 72Rr(x)Ry(æ) P(x, x + f Q(x, y)dy 
0 


Rx(x) et Ry(x) désignant les résidus des fonctions Æ{(x,y) et 
N(x,y) au pôle y=a; P(z,y) étant une fonction holomorphe 
si le point z est située dans la bande I’ et le point y dans une 
partie H de la bande J’ qui contient łe segment (0,a), en outre 
la fonction P admet la période a par rapport à la variable z; 
Q(x,y) est une fonction holomorphe de deux variables dans 
le voisinage du segment (0,a) qui prend sur ce segment les 
mêmes valeurs que l'intégrale impropre 


(8) Q(a,y) = J Kae) Ney) Pleyy) dz 
(x et y sur 0,a). y 


Nous donnerons d’une façon un peu modifiée, la preuve de 
la transformation (7) et nous en tirerons quelques conséquences 
concernant les extrémités du segment (0,a). 

Soit le rectangle ABB’A’ situé dans la partie H de la 
bande J” dont les cotés AA’ et BB’ passent par les extrémités 


3) Mecanique Celeste, tome III. 
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du segment OL d’axe réel et sont perpendiculairers à et axe. 
D’après un raisonnement bien connu, la valeur principale de 
Cauchy le long du segment réel OL est égale à la moitié de 
la somme des intégrales le long des chemins OABL et OA’B’'L 
embrassant ce segment, nous pouvons donc écrire 


fre (2,y) dy = > 5 J Nen Plena + 


(9) OABL 


1 
+5 J Ney) Pey) dy = Mie) 


OA'B'L 


A 
z étant à l’intérieur du segment OL. Si le point z est un point 
quelconque à l’intérieur du rectangle ABB’A’, la somme des 
intégrales à droite dans légalité (9) sera une fonction holo- 
morphe M(z) qui prend sur le segment réel OL les mêmes 
valeurs que l’intégrale de Cauchy (9). Nous signalons que 
le module de la fonction M(z) peut tendre vers l’infinie au 
plus comme |log|z—z,|| si le point z tend vers un point 2 de 
la frontière du rectangle OABLB'A'O. 

Le point æ étant à l’intérieur du segment OL nous pou- 
vons écrire dans la suite 


Tr) ee (7,2) Mz) dz = 

(10) 1 

= z)dz + = (x,z)M(z) dz 
} renna fr 
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CD, et CiD; étant parallèles au segment OL. En remplaçant 
la fonction M(z) par la somme des intégrales (9), on aura l’in- 
tégrale Z(x) sous la forme d’une somme de quatre intégrales 


itérées: 
1=7 | fuNPayae+ > f | ENP ayd- 


OABL(y) OABL(y) 
OC,D,L(z) OC,’D,/L(z) 
1 
= 5 | f ENP ayaz + g J [ENP aya: 
OA!’B'L(y) OA’ B'L(y) 
OC, D, L(2) OC;'D;'L(2) 


Or, d’après la théorie des résidus, on a 


J Pay = | NP ay—22i Rula) P,e) (z sur C,D,) 
OABL OL 
NP dy = J NP dy (2 sur CiDi) 
OABL 
NPdy= | NPdy+2xiRy(2)P(2,2) ( sur CiDi) | 
OA'B'L OL 
f NP dy = J NP dy (z sur C;D,) 
OA'B'L OL 


Nous aurons donc, en changeant l’ordre d'intégration 


= fl ft) P(2,y)dz + 


OL OC,D,L 


+5 [4 (2, 2).N (2, y) Plz ud dy Seca m 


OC’ D;’L 0C’ D’LD,C,O 
Il en résulte la transformation de Poincaré cherchée 
BE) = J QUe, y) dy— 22 Re a) Bria) P02) 
OL 
Q(x,y) étant une fonction de deux variables 


(11) 


| 1 : A 1 g | 
Q(x,y) = 5 | ECAN Pt y de + 5 | EAN Gey) Pe, y) d 


OC,D,L OC,'D/L 


mA 
~ 
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holomorphe dans le domaine embrassé par les chemins d’inté- 
eration OC,D,L et OCiD:L et prenant les valeurs de Cauchy (8) 
sur le segment réel OL. 


Supposons maintenant que le point ©, tende vers le point C 
du segment OA et le point D, vers le point D du segment BL, 
de même le point ©; vers le point ©’ du segment OA’ et le 
point Di vers le point D’ du segment B’L. D’après la pério- 
dicité supposée des fonctions Æ(x,2), N(z,y), P(z,y) par rapport 
à la variable z (la périodicité de la fonction P par rapport 
ay n’est pas nécessaire) nous avons 


J EDN ENP de + f K(a,)Ney)Pleyy) de =0 
oC DL 


( K(a,z)N(2,y)Pl2yy) de + f K(x,2)N(2,4)P(z,y)dz — 0 


OC’ D'L 


done à la limite nous voyons que la fonction Q(x,y) qui figure 
dans la transformation de Poincaré est la somme des inté- 
grales suivantes le long des segments CD et C’D': 


(12) 
il | 

Qle,y) —5 | K(x,2)N (2,9) Play) de +5 [AN (ey) Play) a 
CD 


CŒ D’ 


done cette fonction de deux variables est bien holomorphe dans 
un domaine G qui contient à l’intérieur le segment réel OL avec 
les extrémités et ne contient pas des segments CD et C’D’. 
La fonction (12) admet dans le domaine G les dérivées de tous 
les ordres donc aussi aux extrémités du segment OL. 


Résolution du problème 


Pour résoudre l’équation proposée (1), nous allons la trans- 
former cette équation à l’aide du noyau fermé Æ{(x,y) et de 
la relation de Poincaré (7). Nous voyons donc que si la fonc- 
tion œ(y) holomorphe au voisinage G du segment (0,a) est 
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une solution de i’équation (1) elle en sera aussi une de l’équa- 
tion 


K(,2) [Neurone gy) dy de = 
0 


= | K(@,2) fe) dz = f(x) 
0 


et réciproquement, le noyau K(x,z) étant fermé. D’après la 
transformation (7) de Poincaré, l’équation (13) est équi- 
valente à l'équation 


(14 Rr(t)Ra(xF(x,x,p(&),p'(æ)…. p(x) + 


+ {fus Ce nu 9 (up) de dy = fa 


(13) 


Nous sommes donc conduits a résoudre l’équation intégro- 
différentielle non linéaire régulière de la forme suivante: 


(15) Disglao E) 700) = f Pieno) U) UN] dy 


où la fonction Ø à n+ 2 variables £, Uo, 2/4,...,Un est donnée 
par l’expression 


D(L, Uo, Ury; Un) = — REL) Ry (©) EF ( 2,0, Ug, Uyy +++) Un) 


a 


g _- J Eea dz 


et la fonction Ÿ à n+3 variables 7,y,u,U,,...,U%n, d’après 
l'expression (12), est définie par la formule 


1 
(17) P(T, Y,a ayn) =F | Ele, 2) YF (Ent st) de. 
CD+C'D' 


D’après nos suppositions concernant les fonctions 
f(x), K(x,y); N(x,y); (x,y, Uo, M4, ++, Un) 


les fonctions Ø et ¥ possèdent les propriétés suivantes. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 6 
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La fonction ®(x,uo;U;.…,un) à n+2 variables est définie 
et holomorphe par rapport à toutes les variables dans le do- 
maine J, déterminé par les inégalités 


| |te—Pa|<Sde; (a=0,1,2,1..,n) 


(18) ha F 


en outre elle admet la période a par rapport à la variable x. 
Désignons par Msp la borne supérieure du module de la fonc- 
tion ® dans le domaine J; 


(19) || < Mo. 


Nous supposons en outre que le module de la dérivée Øn, 
admette dans le domaine J, la borne inférieure 6 plus grande 
que zéro: 


(20) | Di, (L, Uys Us y Un)| > Ô > 0. 


La fonction ¥(#,y, Uo, U4, .--;Un) à n+3 variables est définie 
et holomorphe par rapport à toutes les variables dans le do- 
maine I’, 

[te—Pal<@Ge; (a=0,1,...,2) 
viel 
yeG 


(21) I; 


G étant un domaine contenant le segment réel OL avec les 
extrémités dans son intérieur et ne contenant pas des segments 
d'intégration CD et C’D'; la fonction # admet la période 
réelle a par rapport à la variable x. Soit My la borne supé- 
rieure du module de la fonction ¥ dans le domaine J;: 


(22) (| <My. 


Nous allons chercher la solution de l’équation (15) en exi- 
geant en outre que la fonction inconnue (x) et ses déri- 
vées jusqu’à l’ordre n—1 prennent les valeurs données 


(23) P(X) =Po; Plr) =p; a=1,2,...(n—1) 
pour une valeur x, à l’intérieur d’intervalle (0,a). 


Remarquons donc que si la fonction holomorphe g(x) vé- 
rifie l'équation (15) elle vérifie aussi l’équation qu’on obtient 
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en différentiant par rapport à la variable æ les deux membres 
de l'équation (15): 


Dlx, plx), p (x), «9 (a)] + 


T 2 Du, [x p(x), p (x) .-. g(x) pet) (x) = 
(24) e=0 


-=f Ple ypy hp (y). p®y)] dy. 
(0) 


D’après la supposition (20), l’équation (24) est équivalente 
à l'équation: 


(25) potd (2) = 
[PLe,y,p(y),..,p(y)]dy-PBi(æ,p,. -S Dala Pr ppa) 
si Use "°° NOPVAENRe MERS See) ee eee a ONE TENUE es 


Dante »P(L),. p(w) 
que nous écrirons pour abréger de la façon suivante 


(26) pet) (ag) =12(2, 9,9", sg QED) 


Q désignant un opérateur fonctionnel défini par l’expression (25). 
L’équation intégro-différentielle (26) est équivalente au système 
d'équations 


dy dy lire = 

mon Done gg = a) 
CE 

dy | 

la = (LP, Pi Pay ++, Pn) 


àa n+1 fonctions inconnues P, Yis Vos se. > Wn « 


Pour résoudre l’équation intégro-différentielle (15) confor- 
mément aux conditions (23), formons n+1 suites de fonctions 


Pos Pis Pr Pvp; 
Wa, Waly +++ Van Va «+ (4=1,2;...,n) 


(28) | 


6* 
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a l’aide des relations de récurrence 


x 


Pv41(L) = Do + | Y1,0(t) dt 


Xo 


(29) vaess(t)= pa + | yapili) at (2=1,2,...,n —1) 


Xo 


x 
Ynv+1(2) = Oy+1 + erence TE nv) dt 


Xo 
0»—1 étant la racine de l'équation numérique 
(30) P(X, Pos Pry +++» Pantis Ov) = trou), „g (y) ] dy. 
0 
On suppose que les fonctions initiales arbitraires po, yao 
soient holomorphes dans le domaine G et verifient les inégalités 
| Po?) — Pol < Go 


(31) 
|paofæ)—pal< gas À—1,2,...,n). 


Cherchons les conditions sous lesquelles les relations (29) 
définissent les suites (28) pour toute la valeur v. Supposons 
done que les fonctions f», Ya» Soient holomorphes dans G 
et vérifient les inégalités 
|¢u(%) —Po |< 
(panl) —pal < ga; (A=1,2,...,m). 

Admettons qu’il existe une fonction holomorphe Z(z) qui 
vérifie la relation 
(33) DW) Poy Diy +++» Pn—1y Z(2)) = 2 
et qui fait correspondre à tout point intérieur z du cercle 

[z] <Mg 


un point déterminé Z(z) du cercle 


(32) 


[Zeal On a; 
admettons en outre qu’on ait 
(34) My:a<My 
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Alors, d’après les inégalités (32), il existe une valeur de 
la fonction Z vérifiant la relation (30), donc 


(35) |0» — Pa| < On < gn: 

Remarquons maintenant que, d’après la supposition (20) 
et expression (25), le module du résultat de l’opération fonc- 
tionnelle © pour une famille de toutes les fonctions holomor- 
phes P, Yi; Yə -Yn Satisfaisant aux inégalités (32) dans le do- 


maine G admet une borne supérieure positive, que nous dé- 
signons par B: 


(36) | 2AL, Py Pis Pos +, Yn| < B. 


Nous pouvons donc écrire pour les approximations (v-++-1)-mes 
définies par les formules (29) les inégalités suivantes dans 
le domaine G 

a (x) mij alpi + 4) 
. (37) | [pav41(2) — pal < alpari + la+) (4=1,2,...,n—1) 
Wie —Pni< qa + 4: B. 

Il en résulte que les inégalités (32) pour les fonctions avec 
l'indice » entraînent les inégalités analogues pour les fonctions 
avec l'indice suivant »+1 dans le domaine G 

v DE — 
(38) | |pv41(%)—Pol< go 
| | pavt1(2)—Dpa_| <a; 
si les constantes 2:,q1,9n, B précisées plus haut satisfont aux 
conditions 
(39) | alpa + qa) << (=t; 
rer qa. 


(Ae. 590) 


(A=1,2,...,2) 


Ces conditions seront remplies par exemple dans le cas 
particulier si 


Po = P1= + = Pn =l; Jo = = -=a F0 
DU Ale B < Qn —Qn. 


Nous en concluons par induction que les fonctions (28) 
holomorphes dans le domaine G vérifient pour toute valeur 
d’indice » les inégalités (32) si celles-ci sont vérifiées par 
les fonctions initiales wo, yzo et si les constantes pa, qa, Qn, B 
vérifient les conditions (39). 
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Il reste à démontrer la convergence des suites (28). Nous 
réproduisons à ce but le raisonnement classique. 

Remarquons d’abord que, d’après la relation (30) et la sup- 
position (20), la différence entre deux valeurs consécutives 
031 et o, vérifie inégalité 


CO ji 
| Qr4i— Qo] < = pl [leso — Py1(9)| + D e] dy 


k étant la plus grande des bornes supérieures des modules 
|(#,,| dans le domaine (21). Ensuite pour l'opération 2 il existe 
deux constantes positives k’ et k”, telles qu’on a l'inégalité 
suivante: 


{2(@, Poti Phot Proh see Yn,v+1) i QL Pv, Pin Var vee ell < 


wA »41(€) — pla y ae, REIL 
Af, | 174112) Pal a Na Pay @)| | + 


+k" f [lool S lenta) vas] ay, 
0 C=! 


Nous pouvons donc écrire, d’après les relations de récur- 
rence (29), pour les différences entre les fonctions consécutives 
des suites (28), les inégalités suivantes: 


|P»-41(%) )| < 2)|<| fine | Yil t)—viwna(t)| ae 


(pa wlt) — Panle) < | fiona — Ya41,»1(t)| dt 


(4=1,2,.., N— T) 
Jeo — y1(t)| di | dE 


ee — Ya,v—1(t)| dé} + 


a+1 x 


|Yn, v-+1(L) — Pa,» a) | <k’ 


a 


| FY Etre) flo 014 5 Inaet—vansitl] di. 


0 a+i1 
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Il en résulte d’une façon bien connue la convergence ab- 
solue et uniforme des suites (28) ainsi que la convergence de 
la suite numérique 0,,05,03,-.. 

D’après les équations (27) et (29) la fonction limite 

g(x) = lim y,(x) 
| PR RTS 
est la solution de l'équation intégro-différentielle (25) et (24) 
et satisfait aux conditions (23). 
La limite o de la suite 


e=lme, 
v—}00 
est la valeur de la fonction y,(z)=q(x) pour æ = xg: 


p =q (xy) 


en outre cette valeur vérifie l’équation 


a 
D(X) Do) Pis ++ Pn—t) 0) = J Vicon) gO ~ 
0 


donc la fonction trouvée g(x) est une solution de équation (15) 
ou (14) holomorphe dans le domaine G. On peut montrer d’une 
façon connue que cette solution, liée à la fonction Z(2) 
déterminée par l'équation (33), est unique. 

En reprenant la construction des rectangles présentés sur 
la figure mais situés dans le domaine G, nous en concluons 
que la fonction limite trouvée g(y) est la solution de l’équa- 
tion (13), done aussi de l’équation proposée (1), le noyau 
K(x,y) étant fermé. 


Panstwowy Instytut Matematyczny. 


SOLUTION GENERALE DE L'ÉQUATION 
FONCTIONELLE 


JU. f(&)..)) = gx) 


Par S. Loyasrewicz (Krakow) 


Soit Æ un ensemble d’éléments quelconques. Nous dirons 
qu’une fonction f(x) jouit de la propriété p,, lorsqu'elle trans 
forme, d’une façon biunivoque, l’ensemble E en E. Soit f(x) 
une fonction jouissant de la propriété p,. Nous désignerons 
par f(x) la n ième fonction itérée de f(x); elle sera définie, 
pour n naturel, par les relations, f(«x)=a, f'(æ)—f(f" "(æ)), 
"æ= "(fl (æ)). Tout ensemble I, composé des points 


sa (@), f O M f(x), f(x), ... 


sera appelé cycle de la fonction f(z). Deux cycles différents 
sont toujours disjoints. La somme de tous les cycles de la 
fonction f(x) est égale à l’ensemble E. 

Dans ceite note je donne la solution générale de l'équation 
jonctionelle ') 


(1) f'(æ)=g(x) dans E, 
où N est un nombre naturel et g(x) une fonction donné jouissant 
de la propriété p,. On voit que chaque solution f(x) jouit de 
cette propriété. 

La solution générale de l’équation 
(2) f'(æ)=x dans E 
peut être obtenue de la manière suivante. 

1) M. T. Wazewski a posé le problème: résoudre l'équation fonctio- 
nelle f Me) = Cette équation est équivalente a l’équation f(x) = > : 


M. S. Gołąb a traité l'équation f*#{x)=— f(x) [Uber eine Funktional- 
gleichung der Theorie der geometrischen Objekte, Wiadom. Matem. 45 (1938), 
p. 971—137] mais sans admettre ’hypothése que f(x) jouisse de la propriété p, . 
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Soit L=n<nj<..<n,;=N la suite complète de diviseurs 
du nombre NV. Décomposons l’ensemble FE en sous-ensembles 
disjoints 
E=M)+ 

EM EMA 


+Mi+..+M,, 


(3) 


de façon que les ensembles M ARR i 3 soient de la même puis- 
sance (i=1,...,7). Soit (aw) une fonction qui transforme, d’une 
façon biunivoque, l’ensemble M; en Mj. 


pM) =M pour j=1,...,m—1 et i=1)...,r. 
Désignons par yila) la fonction inverse de pila) et posons 


f(æ)=æ, lorsque we Mi, 
f(æ)=œj{x), lorsque we Mj, j—1,..,n—1, t=1,...,7, 
(a) = T lorsque æeM;, DE 


La fonction f(x) est définie dans l’ensemble E tout entier et 
satisfait à l’équation (2). 

Nous obtenons de cette manière toutes les solutions de (2). 
En effet, supposons f(æ)=æx dans Æ. Il suffit de trouver 
une décomposition (3), telle que f(æ)—x dans M? et que 
j M))= Mis (j=1,...,M—1; t=1,...,7). Désignons par S, len- 
semble des cycles de f(x) qui sont composés de n; éléments 
différents. Or, il existe un ensemble Mi contenant un et un 
seul élément de chaque cycle de S;. En posant Mi =f (Mi) 
pour j=1,...,n;—1 et i=1,...,7, nous obtenons la décompo- 
sition cherchée, puisque le nombre d’éléments de chaque cycle 
de la fonction (x) est un diviseur de JN. 

Pour avoir la solution générale de l'équation (1), nous 
procédons de la manière suivante. 

Désignons par R, l’ensemble des cycles de la fonction g(x) 
qui sont composés de l éléments ([=1,2,...,00) et considérons 
Péquation 


(4) w'r)=r dans R. 
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Soit Y(T') une solution de l’équation (4), obtenue par la mé- 
thode précédente en partant de la décomposition 

Rı=P + Eas 
(5) en SR ee à 
+Pi+.. EPS, 
ou ee. et 1=ky)<k,<...<k, est la suite complète de divi- 


seurs de V premiers à l. Soient p, et q, deux nombres entiers, 
tels que 


(6) p kı — 9,1 51°). 


Associons, à tout cycle I de la fonction g(x), un élémen ty, de 
ce cycle. Soit we E. Il existe un et un seul cycle J’ contenant 
l'élément æ et nous pouvons écrire æ—g"{(y,). Posons 


jie) —g'{ywn), lorsque Ie Pj, j=1,...,m,—1, 
(7) K f(x) =g" i(y)em), lorsque Ie Pmi, 
DAT, a — I, TON 


On verifie sans peine que la fonction f(x) est definie dans Pen- 
semble Æ tout entier et satisfait à l’équation (1). 

Nous prouverons que chaque solution de (1) peut être 
obtenue de cette manière. En effet, si J’ est un cycle de g(x), 
alors f(T) l’est aussi et tous les deux cycles sont de la meme 
puissance. Nous pouvons done poser #(1"—f(1") dans R; et 
la relation (4) sera satisfaite. Ensuite nous construisons la dé- 
composition (5) de la méme maniére que pour la solution 


de l’équation (2). Les ensembles Mj, pour lesquels ~ n’est pas 
i 


premier avec l, sont vides. 
En effet, supposons que M;-+0. Soit tele Mj. IL en résulte 


que f"(l)=T", dot f™ (æ)=g"(x) et g(a Dera (a), alors 


l est un diviseur de peel! —1; les nombres l et = sont pre- 
i ! 
miers entre eux °). 


2) Pour l= œ, on doit avoir s —0, K= PF et PR et po=l. 
N 
3) Lorsque l=oo, alors — =1 et les ensembles M'. pour i< 7, sont 
oy 
vides. | 
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Nous faisons correspondre, à tout cycle I’ appartenant 
à a Pi, un élément y, de ce cycle et posons yp=/ (yr) 
pour le Pi, j=2,....m, où I" =f" (Lr) Pi. Enfin calcu- 
lons p, de (6) et verifions les relations (7) en nous appuyant 
sur la relation j(I1)=I pour T e Pm. | | 

L'existence d’une solution de l’équation (1) est équivalente 
a celle de la décomposition (5). Cette décomposition est 
toujours possible lorsque l’ensemble Fyr est infini. Dans le cas 
contraire, désignons par L; le nombre d’éléments de l’ensemble); 
pour que la décomposition (5) soit possible il faut et il suffit 
qu’existent les nombres naturels &,,...,&, tels que 


N 


DRE 


N 
bte HE. 


Cette dernière condition est équivalente à la divisibilité de L, 


T 


par at Désignons par d, le plus grand diviseur de N premier 
s 


à l (c'est-à-dire d= ks). On a donc ce qui suit, 
pour qu’il existe une solution de Véquation (1), il faut et il 
suffit que l’ensemble R, soit infini ou que L, soit divisible par 
4 


) 
T papou; 2, oar 
l 


4) Par N, lorsque l=oo. 


SUR UNE PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE DE LA 
SPIRALE LOGARITHMIQUE 


Par S. Logastewicz (Kraków) 


On dira qu’un ensemble plan E possède la propriété (s), 
s’il est congruent avec son image par chaque homothétie de 
coétficient a > 0, w=az (où z etw sont des variables complexes). 
M. T. Wazewski a posé la question, quels sont les ensembles 
qui jouissent de la propriété (s)? 

Je vais démontrer le théorème suivant, 

Pour que l’ensemble fermé E ait la proprieté (s), il faut 
et il suffit qu’existent des nombres (complexes) a et b tels que 
ae EH, Rb+01) et que l’ensemble E—{a} soit somme des spirales 
logarithmiques 

z=a+e4-ebt où —oco<t<+ 00. 

Démonstration. La suffisance de la condition est évi- 
dente (par vérification). Pour démontrer qu’elle est nécessaire 
nous allons considerer la transformation linéaire suivante 
(1) T(z; paj=a+pl2—a), (p+0). 

L’ensemble E possédant la propriété (s), on voit qu’à tout a>0 
correspondent des nombres a et b, tels que 

(2) [pl=a et T(E;p,a)—E. 

On peut vérifier que la transformation Z jouit des propriétés 
suivantes 

I. Si T(E; p,a)=E ct T(E;q,a)=E£Æ, on a 
(a) T(E; pq,a) =£, 

(b) T(E;p',a)=E, pour n=0, FI, F2,..., 


(c) T(E; 77) —E. 


1) Rb désigne la partie réelle du nombre complexe b. 
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II. Si T(E; q,a)=E et T(E; p,b)=E, on a 
T(E; p,a+q"{(b—a))=EÆE pour n=1,2,... 

III. Si pp—>p+ 0, aa et T(E; pay dn) =E, ona T(E;p,a) =E 
(puisque E est fermé). 

D’après (2), il existe un a, tel que T(E; 4),q) =E pour un 
|g[<1. Soit a>0. Alors existent y et b tels que T(E; ac#,b)—E. 
Nous obtenons, d’après II et III (en posant a=a), Pr=p = ae”, 
an=" (b—a)), 

(3) T(E; ae'?, ao) =E. 


Désignons par g(a) un nombre y satisfaisant à (3) dont le mo- 
dule serait le plus petit possible (il existe d’après IIT). Nous avons 


(4) T(E; ae'?@,a,) =H, pour a>0. 


Supposons que anr—>l1 et y(a,)—>d. En vertu de III, I (c) 
et, (4) il vient T(E; o,el#@-él a) =E. Il s'ensuit, d’après la defi- 
nition de g(a), que |g(an)|<|¢(on)—d| et, par suite, 6=0. On 
a done 
(5) lim g(a) =0. 

a->1 


Nous allons maintenant Cémontrer qu’il existe un e>0, 
tel que 


(6) g(a?)=2¢(a), lorsque |a—1]<e. 


A cet effet nous designons par Ÿ, la borne inférieure des nombres 
8>0 pour lesquels 


(1) T(E; €, ay) =E. 


19, Si 0,—0, alors d’après (Ib) et ITI, la relation (12) est 
vraie pour chaque à (réel), d’où, d’après I (a) et (4), T(E; a,a9) =E. 
g(a) est done identiquement nulle. 

20, Si d,>0, alors en vertu de (5), il existe un e>0, tel 
que |p(2a)—2pla:| <ð, lorsque |[a—1|<e. Mais d’après (4), 
I(a) et I(b), nous avons T(E; cil@%—29@l a) =E, d’où il 
résulte que |p(2a) —2p(a)| = 0. 

Fixons maintenant a,e(1,1+e). D’après (4), (6) et I (b), 
nous avons T(E;açrc9lm).on a)=E pour tout m entier et n 
naturel, d’où, en vertu de III, il résulte que 


(8) T(E; af ef 9%), ag) =H pour tout ¢ réel. 
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Posons b= In aÿ+ ip(a). De la rélatior (8), il s'ensuit que, pour 
Zoe E et &—+<& la spirale 
In {za | (æo) 


(arg (za—a)— macet) H 


2 —=@9+ € y OÙ—00-LT-L + 0, 


contient Ie point zọ et reste comprise dans E, ce qui termine 
la démonstration. 


— 


UN THEGREME DE L’OSCILLATION 


Par Z. BUTLEWSI. (Poznan) 


§ 1. Considérons un systeme d’équations différentielles 
(1) —— = f(t, Dis Das Ln) . (k= L Raah] 


OÙ fis fos ++. fn Sont des fonctions continues des variables t, 81, Las... y Ln 
dans le domaine 
(D) t> lon : — 00 < Lir Danses Lan < + CO. 
Désignons par 
(2) | Ti = pilt), Ty Palt), .……, Ln= Pnt) 
une solution du système (1) qui existe pour t>%). 
Supposons que, par tout point P(T;,;20,x0,...,x@) du 
domaine (D) passe une et une seule solution du système (1). 
Nous appelons oscillante pour t= tla solution q(t),go(t),..,@n!t), 
si chacune des n fonctions p(t), palt), .…,ænlt) possède une infi- 
nité de zéros dans l'intervalle (tọ, + co). 
Nous trouvons dans cet article, entre autres, des conditions 


suffisantes pour que la solution (2) soit oscillante (théorème II). 
Ensuite nous appliquons ($ 4) les résultats obtenus: 


1° au système dynamique des équations différentielles or- 
dinaires 
ae, 


dt = f (Hy, Co, e3 Ln); (k l 2h 


20 au système des équations différentielles 


ax 

Ta ft), (ED n—1; = n) 
dx 1" 

at = —Jn(t, Uns) 


3° à Péquation différentielle 40 + A(t)a=0. 
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§ 2. Nous allons démontrer le 


Théorème I. Si les fonctions f1,f2 .….,fn possèdent, dans le 
domaine (D), les propriétés suivantes: 


(Z) hl pour = DD ner) 


alors: 1° st l’une quelconque des fonctions 91,¢9,++-;fn S’annule 
identiquement dans un intervalle, chacune de ces fonctions s’y 
annule identiquement, 2° si l’une quelconque des fonctions 
Ps Pas. Pn est oscillante, toutes les autres le sont aussi. 


Démonstration. Ad 1°. Supposons que g,z_-;(t)=0 dans 
l'intervalle a<t<f, (ty<a<P<-+ co), où k est un nombre 
entier fixe, satisfaisant à Vinégalité 1<k<n; pour k=1, 
POSONS Po=Pn: 

Nous démontrerons que si l’hypothèse (Z) est satisfaite 
nous aurons: 


p(t) = 0, ee ‚P r—(t) == 0, qrt) RS 0, ey Grit) = sal 


dans l’intervalle a<t<f, c'est-à-dire que la solution (2) sera 
identiquement nulle dans <a,/>. 


Si ¢z-1(t)=0 dans <a,f>, alors d’après (Z) on a: 


le 
— = falt gilt), -e rolt) O, rlt), Palt)] =0 


dans <a > et par conséquent 
q(t)=c¢c pour a<t<f (e=Const.). 


Nous démontrerons que c—0. Si c+0, nous obtiendrions, 
d’après (Z), 


AG k+ 


T = fru +0 pour a<t<f 


et la fonction p(t) serait monotone (croissante ou décrois- 
sante) dans <a,B>. Il existerait alors un point t= Trla < Tati <f) 
tel que Pry(Ta+ı) =O. 
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D’après (Z) nous avons donc 


d 
(a) = frl Tkp P1 (Trp), -3 PalTe+1)] + 0 
dt =t k41 
et, par conséquent, il existe un point t= Tryo, (aX Tk42 <f) tel 
que Ppto(TR42) + 0. 
Le raisonnement appliqué de proche en proche montre que 


Proi(Tr1) +0 


9 r2( TR+2) #0 
Pn(Tn)Æ 0 (STI To. LEP), 
(Tı) + 0 


Pri(Te 1) + 0. 


La dernière inégalité conduit à une contradiction, parce 
que nous avons supposé g,-1(t)=0 pour a<t<f. 
Il vient donc c=0 et, par conséquent, 


gat)=0 pour a<i<f. 
Nous trouvons ensuite de la même façon que 
ceu(t)=0,.….,pnlt)æm0, g(t) =0,..., prot) = 0 
dans l'intervalle <a,/>. 
Ad 2°. Supposons, par exemple, que la fonction œzft) soit 
oscillante pour ¢>t,) et désignons par Ti, Ta, (t<T;<T,) deux 


zeros consécutifs de cette fonction, nous avons donc p(T) = 
= q,(T,)=0. Il existe un point t=t, (7,<1t<T,), tel que 


dq k 
dt 


= fkl T, Pr(T), +, @n(t)] = 0. 


{=t 


D’après l’hypothèse (Z) nous obtenons g(t) = 0. 
La fonction qm,,(f) est done oscillante. Nous trouvons de 
la méme facon que les fonctions: 


Prat), «++ Py(b), Pall), Papal) 


sont oscillantes pour t>¢,. Le théorème I est done démontré. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 7 
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§ 3. Considérons un système d’équations différentielles 


dx b 


(1) Py 


= x(t, Dis Xo, cs Un), (k=1,2,...,n). 


Supposons que les fonctions f,,fs,...,fn soient continues par 
rapport aux variables ¢,7,,%,...,%, dans le domaine 


(D) t los ASO SUG ln mr 0 


et satisfassent dans (D) aux hypothèses (A), (B), (Q), 

suivantes: 

(A) a) me, f,>0 pour set 0, (h=1,2,...,7 —1; xijmt;), 
B) Ln—~1}n< 0 pour Ln—1 FO. 

(B a Sits =m, ae 


<T (j=k+1,...,n—1), 
alors 


fell, B,D, …1Tn)Z falt, Ti, Tos ssn), (kK=1,2, v+yN—1). 


f) Si 


alors 


_ 


fall, 21,80, eee TA» In(t, Lys Los eee En): 


(C) Si G,@%,.….,Cx désignent des constantes, il vient 


a) cas f HG Cu ee en) dt = + 00 pour Cx-1+0, 


(ale, ul Cr — Cr) 
p) PE T dt= — 00 pour ¢,-1+ 0. 


Supposons que par tout point P(Zy,20,7®,...,0%) du 


domaine (D) passe une solution du systeme (1) et une seule. 
Désignons par 

(2) =); L= Palt), -3  Va=Palt) 

une solution du système (1) qui existe pour tt, ct qui 
satisfait, pour t= t, aux conditions initiales suivantes: 


(E) palh S0, (k—1,2,3,..,n—1), mt) <0. 
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D’après ’hypothese (A), nous voyons que 2,=0, 7,=0,..,%,=0 
est une solution du système (1). Considérons dans la suite 
une solution (2) différente de cette solution triviale. Alors 
un au moins des nombres 9,(to),~o(to),.--,Mnit) cst non nul. 
Dans le cas contraire la condition de l’unicité des solution, 
du système (1) ne serait pas satisfaite. 

Désignons par 10),10),16@),..,(4-<1M<i®<..) les zéros 
consécutifs de la fonction œx!t), (k—1,2,...,n). 


Théorème II. Si les hypothèses (A), (B) et (C) sont satis 
faites, la solution 2,=¢,(t), La = Palt), ---, ær=qu't)du système (1), 
satisfaisante aux conditions initiales (E), est oscillante pour 
121, et nous avons de plus 


LORS et a (i=1,2,3,...), 
C'est-à-dire que les zéros des fonctions pilt), ¢o(t),-.., Gnit) sont 


simples et qu’entre deux zeros consécutifs de ppt) il y a exacte- 
ment un zero de pat), où p,q=l,2,....n; p+q!). 
Remarque. 
a) Si 
pillo) =9, (7=1,2,...,4—1), Galto) > 0 
Pylto) > 0, (j=k-+1,....»—1), Fn(to) <O 


pour 2<k<n—1 ct si {® désigne le premier zéro à droite 
de de de la fonction pı(t), es premiers Zéros Bios ie 
a droite de tọ des fonctions respectives p(t), pr+ilt), .….,@n't) 
se trouvent dans l’intervalle tg<t<i) ect nous avons de plus 
tac 19-< 19 << << 1M< I) 
Or" ot RE n 1 - 


1) Ce théorème est analogue au résultat de Fite, qui a démontré le 
théorème de l’oscillation suivant: Si A(t) est une fonction continue pour 
1=t>0 et si 


A(t) > 0, fana Sie 
f 


alors toute intégrale a(t) de léquation différentielle xt) +A(t)x—0 est 
1° oscillante pour tœ=t> 0 si n est pair, 2° oscillante ou tend vers zéro 
pour t+-+ oo, si n est impair. (Cf. W. B. Fite, Concerning the zeros of 
the solutions of certain differential equations, Transactions of the American 
Mathematical Society, 19 (1918), p. 341—352. Voir aussi J. G. Miku- 
sinski, On Fite’s oscillation theorems, Colloquium Mathematicum, 2 (1949), 
p. 34—39. 


7% 


100 Z. BUTLEWSKI 


b) Si pjlto) = 0, (G=1,2,...,.2—1), Palto) <0 et si {9 désigne 
le premier zéro à droite de ¢, de la foncticn ¢,(t), le 
premier zéro 1 à droite de tọ de la foncticn ¢,(t) se trouve 
dans l'intervalle ty<t<i™. 

Dans ces deux cas les zéros des fonctions p(t), galt), ...,@n(t) 
sont deplacés pour {21 comme plus haut dans le théo- 
rème II. 


Démonstration. 
Nous avons les égalités 
g ult) = falt, palt), Palt), ---,Pa(t)],  (k=1,2,...,n). 
Posons pour simplifier 
felt, palt), Polt), ---,Pn(t)] = felt, p(t], (k=1,2,...,%)- 
Nous obtenons alors 
(3) prt) = fat, q(t)], A): 


Supposons que le premier des nombres pilto), Palto), --- > Fn(to> 
non nul soit œz(to), C'est-à-dire que l’on ait: 


Elto) = ++ =Pr1(to) = 0, 
Cato) Say F r+i(to) > 0, «09 Pn—1(bg) 20, falto) LU 
si l<k<n—1 
et 


FE pile ii pen PET Mh NES 
si 0, 
A titre d’exemple supposons que k=1, c’est-a-dire que 
(E1) Palto) > 0, Plt) 20, (= 2,3,...,N—-1), Palto) <9; 
pour k=2,3,...,n le raisonnement est analogue. 


I. Lorsque 9,(t)) >0, nous avons ¢,(t)>0 dans Vintervalic 
to<t<r™, où la différence 1{)—t est suffisamment petite. 
En vertu de l'hypothèse (A, a), nous aurons 


Pat) fo[t, p(t)] > 0 
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dans l'intervalle tg<ti<71 et par conséquent 
plat) = felt,p(4)]>0 pour tp<t<rf)) 
c’est-à-dire que nous obtiendrons selon (E) ¢,(t)>0 dans 
Pintervalle tg<t <r). 
Le raisonnement analogue conduit aux inégalités 
oxt)>0, œxt)>0, (k=3,4,....n—1) 
dans l’intervalle tg<¢<r}), 


D’après l’hypothèse (A, 8) nous avons 
Pn—1fnlt;g(t)]<0 pour ty<t <t® 


et, par conséquent, 
Pr(t)=falt,p(t)1<0 pour to<t<r\)) 


donc, en vertu de (Ej), gut)<0 dans Vintervalle to<t <Tt®. 
D’aprés (A, a) nous avons 


Prt) Alt,e()]>0 pour ty<t<r) 
et, par conséquent, 
pitt) =f,[t,p(t)]<0 pour ty<t<r). 
En résumé, nous obtenons les inégalités suivantes: 


@3(t)>0, gilt) <0 
(4) rt) >O0, œoxt)>0 (k= 2,3,...,.n—1) 
nO, plt)-<0 


dans l'intervalle 4,-<t<71%, où la différence 7—t, est suf- 
fisamment petite. 


Supposons que la fonction ¢,(¢) n’ait pas de zéros pour t> ty; 
elle serait alors positive pour t >t, et, par conséquent; les iné- 
galités (4) seraient satisfaites pour ¢>t,). D’autre part, en inté- 
grant la première équation du système (3) entre les limites 


t,t, nous obtenons: 
t 


P(t) = pitt) + fatto dt. 


(1) 
ti 
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En vertu des hypothèses (A, a) et (B, a) nous avons 
Alt,e()) <Alie(t)]<0 pour t> ri) 


et d’après les hypothèses (A, a) et (C, a) 


p(t) < <7 1( T{) + faire (70)]dt<0 
ro 


pour ¢ suffisamment grand. 


Il existe done un point ¢—1@, le premier a droite de to, 
tel que ¢,({()=0. 

Les inégalités (4) sont donc satisfaites dans l'intervalle 
ly<t<19 et, pour ti, il vient 


II. Supposons que 


py) = got) =.= Pr—i(l' ) DER We 
(to << ...< iM) ,) 


et que 
Prato =9, R G 
nf rt) 0, y(t) =0, 


AU ne 0, Chea )>0 (j=k+1,...,n—1), 
ps ES 0, a A O O S 22). 


D’après (5) et Phypothèse (A), nous obtenons les inégalités 


grt) >0, gt) <0 
(6) pitt) > 0, pitt) > 0, G—=k+1,..,n—1} 
pj(th<0, gft)<0, (j=n,1,2,...,4—1) 


dans l'intervalle 10 <t<1r, où la différence t®—iP, est 
suffisamment petite. 

Si la fonction ¢,(t)>0 pour {>{®,, alors, d’après l’hypo- 
thèse (A), les inégalités (6) ont lieu pour t>1®,. 
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Dans ce cas, nous obtenons les inégalités 


0< prt) <p tW), 
(7) gy (t) > p(t) > 0 (j=k-+1,....»—1), 
g(t) g(t) <0 (=n 1,2., k—1) 


pour t>zqt®. D’après les inégalités (7) et les hypothèses. (A) 
et (B) nous avons 


(8) filtet Sft pP) <0 (2<k<n), 


pour ¿>1(. D’autre part 


t 


p =p P+ FOTO 
(1) 
R 


D’après (8) et l’hypothèse (C), nous obtenons 
t 
Eat) Spl) + J tate dt-<0, (2<k<n) 
(1) 
Tk 


pour { suffisamment grand. Il existe done un point t=i®, 
le premier à droite de {(),, tel que g4({())—0. 
En posant k=2, 5 nl il vient 


(HY) = Got) = -.- =Pn-a(l ,)—0, 
et de plus tp IM <iM<... <1 | 
III. En posant dans (6) £—n—1, nous avons les inégalités 


Pn—1(t) > 0, Pn—s(t)-<0 
g(t)<0, gft)<0, (j=n,1,2,...,.n—2) 
dans Vintervalle 1) .<t<i®, et, pour t=1i® 
re— 2 n—1 ? p n—1 


Panli) =0, P(t ,) <0 
(9) pI) )<0, p _)=0 
P(t) )<0, piO,)<0, (j=1,2,...,n—2). 
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D’après (9) et l'hypothèse (A), nous avons les inégalités 


PAt)<0, g(t) >0, 


pt)<0, g;(t)<0, (Î—=1,2,..,:n— 2) 


(10) 


pour i) <i<T®, où la différence 7—i® , est suffisamment 
petite. 


Supposons que ,(t)< 0 pour t >{4)., alors les inégalités (10) 
sont satisfaites pour t >i... 
Nous avons done pour {> T0 les inégalités 


0 >p,{(t) >p,{r0), 


(11) 
Pp {t)-<p lr) <0, (jal, 2) ca, A 


D’après (11) et ’hypothese (B, 8) nous obtenons 


eZ, pr) > 0. 


En vertu de l’hypothèse (C, f), nous obtenons 


t 
O E fort | dt > 0 
Ai) 


n 


pour t suffisamment grand. Il existe done un point t=1®, 
le premier a droite de t® , tel que p (1®)=0. 
Il en résulte 


p (i0) = p(t) =... = p (1) =0, 
ou 
fei NTA eI EN Ode 


IV. D’apres l’hypothèse (A), nous obtenons ensuite: 


Palt) <0, P (t) > 0, 
g(t)<0, p;:(t)<0 (j=1,2,...,2—1) 
dans l'intervalle 1) <t<i® et, pour t= 1%, 
g(t) =0, p (i) > 0, 
(12) p(t) <0, p (t)=9, 
g(t) <0, pD)<O,  (1=2,3,..,n—1). 
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Nous avons alors: 


P,(t)<0, y(t) > 0, 
(13) plt) <0, ,(t)<0 (k=2,3,....n—1), 
Pp, (t) > ; g(t) >0 
dans l'intervalle i®@<t<+1®, où la différence 7%—iM est 
suffisamment petite. 
Pour obtenir les seconds zéros œ (1®)=0, (k=1,2,...,n), 
il suffit de poser 
+ AR cmt) 


—f (t, Sis — Fay see, —# ) 


P(t, 8:8.) nE h (12, a 


Alors nous pouvons écrire le systeme (1) sous la forme 


dE, 
at 


(14) Et, En EE ae ea SAS O) 


On peut facilement vérifier que les fonctions F,,F,,..., F 
satisfont aux hypotheses (A), (B) et (C). 


En posant 
pkt) = — yyft), (k=1,2, ...,92) 
nous obtenons les fonctions 


Y(t), palt), + Pat), 


qui constituent une solution du système d’équations (14), satis- 
faisant pour t=“) aux conditions initiales (cf. (12)): 


(Es) y(t) > 0, pai, y(t) =0. 


Les conditions (E,) sont de même type que les condi- 
tions (E,). Nous pouvons appliquer au système (14) le même 
raisonnement qu’au système (1). Nous obtenons alors 


p(t?) = a 9 (i?) = 0, (2 —1,2,...,n), 
` DT A T C 72 
où cAc, 
V. Pour t=t®, nous avons (cf. (12)):. 


p{t)-< 0, (j=1,2,....2—1), P(t) = 0 
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et, par conséquent, 
(E3) p) > 0, (j=1,2,...,.n—]1), p(t) = 0. 


Les conditions initiales (E}) sont de même type que les 
conditions (E). Nous pouvons donc appliquer le même raison- 
nement que plus haut (I, II, III, IV) pour ¢>i@. Le théo- 
rème II est donc démontré. 


§ 4. a) Considérons un système dynamique?) d'équations 
différentielles ordinaires: 
dary 
at 


OÙ fi,fo)--->fn sont des fonctions continues des variables 
Ti, ©n dans le domaine: 


(15) = fi( LL, +, Ln), (k—1,2,...,n), 


(D,) — C0 < Palo. On + CO. 
Supposons satisfaites les hypothèses suivantes: 
(A’) a) Uptfe>O pour &1+ 0, (k=1,2,..,n—1; 2o = Tn) 
py TU 0, pour 6 T0. 
(B’) a) Si Gos, i — m, 1, One... k) 


DKT; (j=k+1,...,.n—1) 
alors 


Ce ene En) TN Dis ee) das (K=1,2,...,.2—1). 
B Si X<, (j=1,2,...,n—1), Ga >, 
alors 
APR SN On) Fal Oy ay. SI 


Supposons que les fonctions y(t), po(t),...,pa(t), Où tÈ to 
constituent une solution non triviale (c’est-à-dire que y,(t)==0, 
k=1,2,...,n, cf. le théorème I, 1°) du système (15) avec 
les conditions initiales suivantes: 


(E4) plto)>0, (k=1,2,...,n—1), alto) <O 


et désignons par TW, TP, TŒ... (to < TUTO TP<...), les 
zéros consécutifs de la fonction y,(t), (k—1,2,...,n). 


2) Cf. par exemple: E. Kamke, Differentialgleichungen. Lösungs- 
methoden und Lôsungen. Leipzig 1942, p. 42. 
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Supposons que la condition de l’unicité des solutions du 
systeme (15) soit satisfaite. 

En tenant compte du théorème II nous pouvons énoncer 
la proposition suivante: 


Si les hypotheses (A') et (B') sont satisfaites, la solution 
Ti=Yrlt), To—=Yo(t),.…., Lr=Yalt) du système (15), satisfaisant 
aux conditions initiales (184) est oscillante, les zéros sont simples 
el nous avons de plus les inégalités: 


Ta gee ie Due, (i—1,2.3,...). 


Remarque. 


Si T® désigne le premier zéro à droite de tọ de la fonc- 
tion y,(t), et si dans (F4) y (to) —0 et le premier nombre diffé- 
rent de zéro est vrta), (2<k<n), alors les premiers zeros 
re, To, Dee respectivement des fonctions Yyy,Yr+1,...,Yn Se 
trouvent dans l'intervalle {,<t< TO et nous avons de plus 
To A pee oe 


b) Considérons un système d’équations différentielles: 


de 
ar — filt, 8n) 
dæ 
(16) E fit, Cjl); oS 2o „n— l1) 
AX n 
dé Fe — Ml Tni), 


OÙ falt, &k—1), (k—1,2,...,n; L= Ln) sont des fonctions continues 
dans le domaine 


(D) t los Oe ones nc isle Cor 
Supposons que la condition de l’unicité des solutions du 
systéme (16) soit satisfaite. Désignons par 
X(t), Xo(t), se Xn(t) 


une solution (non triviale) du système (16) qui existe pour 
t>t et satisfait aux conditions initiales: 


(Es) Xit) z0, G—l,2en,m—s1), Xt, )<0. 
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Les hypothèses (A), (B), (C) du théorème II prennent, dans 
le cas du système (16), la forme suivante: 
(A”) Dr frit, T1) > O pour 1-0 
(k=1,2,...,n; Lo=Tn). 
(B”) Si Ty = Lp—1> alors iG T1 = 2) 


ol 0; LIT). 


(C) Si  c,@,..,0n Sont des constantes, alors 


cas f halten) di= +00 pour Cxr1+0 


(eS e a C 


Soient OK,OK OÑ... les zéros consécutifs de la fonc- 
tion X,(t) plus grands que t,(t<0%-0$<0-..) pour 


TRE Per 


On peut dans le cas du système (16) énonçer le théorème II 
sous la forme 


Si les hypotheses (A’’), (B”) et (C’’) sont satisfaites. la solu- 
tion 2,=X,(t),7,=X,(t),...,Un— X,'t) du système (16), satis- 
jaisant aux conditions initiales (E;\, est oscillante pour t> tg, 
ses zeros sont simples et nous avons de plus: 


OP < OP < ..<0%< OF, (i=1,2,3,...). 


Remarque. 


Si OP est le premier zéro de la fonction X,(t) à droite de to, 
chacune des fonctions X,(t),...,X,(t) peut avoir au plus un zero 
dans Vintervalle t<t<0P. 


c) Considérons maintenant l’équation différentielle 


dng 


ou A(t) est une fonction continue et positive pour t>t. 


UN THÉORÈME DE L’OSCILLATION 109 


Remplacons l’équation (17) par le système d'équations diffé- 
rentielles: 


(18) iat Sp (f= 2.3, ....n 1), 


ou nous posons Lg = ——— 


+8 


On peut vérifier que si A(t) >0 pour t >t, et si | A(t}dt =o, 
les seconds membres du système (18) satisfont aux hypothèses 
(A), (B) et (C) du théorème II. Les conditions initiales (E) 
prennent dans ce cas la forme suivante °): 


(Fe) (to) <0, Mt) <0, (9—=1,2,..,n —1). 

Désignons par 15”,#)”,...,1/",... les zéros consécutifs de la 
dérivée a(t), (7=1,2,....%—1) et par Utero de les 
zeros consécutifs de la solution x(t) de Véquation (17), plus 
grands que to: 

En appliquant le théorème II au système d’équations (18), 
nous obtenons le résultat suivant: 


Si A(t)>0 pour t>t, et si fat) a + co, la solution de 
l'équation (17), satisfaisant aux conditions initiales (Fẹ), est 
oscillante pour t>ty, ses zéros sont simples et nous avons de plus: 


(ail eee eat D ate (IE 

Alors, entre deux zéros consécutifs de la dérivée a)(t) il y 
a exactement un zéro de la dérivée #(t), (j,k=0,1,2,...,2—1; 
jk; «= pr), 


d! 
3) Nous remplaçons = par x). 
t 
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C’est le résultat obtenu par J. Mikusinski‘) pour quelques 
solutions de l’équation (17) dans le cas où À est une constante 
positive. 


Remarque. 
a) Si A(t) = mate n—2,....n—k+1), ce—-)t))-<0, 
at >) <0, (j= ae eT (ty) <0 


(2<k<n—1) 


et si 49/1 désigne le premier zéro à droite de tọ de la dérivée 
0 0 
a(t), les premiers zéros thy», tS y—-1,...,19 ,tr to plus grands 


que tọ respectivement des fonctions 
oI t) ED t), w" (t), w (t) w(t) 


se trouvent dans l'intervalle t< t< ts ct nous avons de plus: 


0 0 
TEA (0) 


< 10. <w = 1%) - 4{l) 
n= Ugo < ee < 3 


< n=: 
| 
ES A ET Ne I PM at EL act si We 
désigne le premier zéro à droite de ty, le premier zéro t® à droite 


de t, de la fonction a(t) se prouu dans l'intervalle to< t< ty. 


Dans ces deux cas, pour t> tih les zéros ihi tn— 100,10) 


sont déplacés comme plus haut. 


4) Voir: J. G. Mikusinski, Sur les fonctions kn{x). Annales de la So- 
cieté Polonaise de Mathématique, T. 21 (1948), p. 49. Cf. aussi les articles 
de Fite et de Mikusiński cités sous 2). 


SUR UNE CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE 
POUR QU’UNE FONCTION CONTINUE 
SOIT MONOTONE 


Par T. WAZEWSKI (Krakôw) 


§ 1. Soit f(x) une fonction définie dans un intervalle 4. 
Si QCA, nous désignerons par 


f(Q) 


l’image de l’ensemble Q, obtenue par l'intermédiaire de la 
transformation y=f(x), c’est-à-dire l’ensemble de toutes les va- 
leurs que prend f(x) lorsque x varie dans Q. Nous désignerons 
respectivement par 


D, f(x), De f(x), D+ f(x), Do f(x) 


le nombre dérivé supérieur à droite, supérieur à gauche, infé- 
rieur a droite et inférieur a gauche de f(z). 

On doit à M. A. Zygmund le lemme suivant !): 

Si f(z) est continue dans l’intervalle 4, QCA, l’ensemble 
f(Q) ne contient aucun intervalle non nul (c’est-à-dire ne 
se réduisant pas à un seul point) et si 


(en) D}f(x) <0 lorsque xe A—Q 
alors la fonction f(x) est décroissante au sens large dans A 
(c’est-à-dire f(t,)<f(x,) lorsque me A, £e A, et 2< g). 

Ce lemme cesse d’être vrai lorsque l’on affaiblit l’inégalité 
de la condition (1.1) en supposant que 
(1.2) Di f(x) <0 lorsque we À — Q. 

1) Cf. par exemple S. Saks, Théorie de l’intégrale, p. 137. Le présent 


énoncé passe en celui de l’auteur lorsque l’on introduit la fonction 
F(x)= — f(z). 
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Il existe, en effet, une fonction f(x) continue et croissante au 
sens large dans l'intervalle 4 =[0,1] et telle que 


(ales) f(0)-<f(1), f'(æ)—0 lorsque re 4—Q 


ou Q désigne un ensemble de mesure nulle. Une telle fonction 
a été construite par Lebesgue ?). 

Dans cet exemple, on vérifie facilement que l’ensemble f(Q} 
ne contient aucun intervalle non nul et que la fonction f(x} 
n’est pas décroissante au sens large en raison de (1.3). 

Il convient de rappeler que le lemme de M. Zygmund 
permet de déduire de (1.2) la conséquence que f(x) est dé- 
croissente au sens large lorsque l’on admet accessoirement que 
l’ensemble Q est dénombrable 3). 

Dans la note présente, nous démontrons que la relation (1.2), 
jointe à l’hypothèse que l’ensemble f(Q) soit de mesure nulle, 
constitue la condition nécessaire et suffisante pour que la 
fonction continue f(x) soit décroissante au sens large. 

L'hypothèse que f(Q) ne contienne aucun intervalle non 
nul à un caractère topologique. Elle exprime que l’ensemble 
f(Q) est punctiforme. C’est là que réside la raison pour laquelle 
la démonstration du lemme de M. Zygmund est si rapide 
et élémentaire. 

L'hypothèse que f(Q) soit de mesure nulle a, au contraire, 
un caractère métrique; c’est pourquoi la démonstration du 
lemme qui suit est plus compliquée. 


§ 2. Lemme, Soit f(x) une fonction continue dans l’inter- 
valle fermé et borne [a,b]. Posons 


A=f(a), B=f(d) 
ct admettons que 


(2.15) axb A=f(a)<f(b)=B. 
Désignons par W l’ensemble de tous les x pour lesquels 
(2.2) ax<a<b D4f(x)>0 (ensemble W). 
2) H. Lebesgue, Leçons sur Vintegration (deuxième édition, Paris 1928). 


La fonction (x), définie à page 56, jouit des propriétés en question. 
3) Cf. S. Saks, loc. cit. 
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Cela posé, la mesure extérieure (au sens de Lebesgue) de Ven- 
semble f(W) est supérieure à zéro 


(2.3) mef(W)>0. 


Demonstration. I. Désignons par Ely) la classe des x 
pour lesquels 


(2.4) æela,b], f(x)=y (ensemble E(y)). 


La fonction f(x) étant continue dans [a,b], l’ensemble E(y) 
est fermé et borné. Si A=f(a)<y<}f(b)=B, l’ensemble E(y) 
est évidemment non vide et il admet un maximum que nous 
désignerons par o(y) 


(2.5) o(y) = maximum de E(y). 


II. La fonction o(y) est donc définie dans l’intervalle fermé 
[A,B], c’est-à-dire dans l'intervalle f(a)<y<f(b). De (2.4) et (2.5) 
résultent immédiatement les propriétés III, IV et V suivantes. 


III. Si 
æela,b], j(x)e[A,BT, E—o(f(x)) 


alors 
aKa <E <b 
IV. Si 
y e[A,BT, =o(y) alors y=f(é). 
V. On a 
(2.6) o(B) = b. 


VI. Nous soutenons que la fonction o(y) est croissante 
au sens strict dans l'intervalle [4, B]=[f(a), f(b)]. En effet, 
admettons que 


(2.7) f(a) =A <S Y< Yı SB =f(b). 


Il suffit de prouver que 


(2.8) o(Y1) < o(Y2)- 
Posons 
(2.9) £&=0(Y1), E= 0(Y2) 
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et admettons, pour la démonstration par l’impossible, que (2.8) 
n’ait pas lieu. On aura donc 


(2.10) E> Ea 
En vertu de (2.9) et de IV on aura 
(2.11) Y= fë) Yo= (4s). 


Si &=—6,, il en résulte que y,=y, Contrairement à (2.7). 
Reste le cas (cf. 2.10) 


(2.12) Éa < 
En vertu de (2.7) et (2.11) il vient 
(2.13) FCE) < fla) < S(b). 


La fonction f(x), étant continue dans Pintervalle [#0], 

prend dans ce dernier toutes les valeurs y situées dans Pin- 

tervalle [f(&,), f(b)] et, en particulier, la valeur f(&,) (cf. 2.13). 
I] existe done un c 


(2.14) E<o<b, 


tel que 


On a done en vertu de (2.9) 


Eo = 0(Y2) = 0(f(0)). 


J] s'ensuit, en vertu de la propriété III que c<&, et, par suite 
(cf. 2.12), o<&,, ce qui est contraire à (2.14). 

La proposition que la fonction o(y) est croissante au sens 
strict dans l'intervalle [A,B]=[f(a),f(b)] se trouve ainsi dé- 
montrée. 

En s'appuyant sur la définition de o(y) et sur (2.6), on 
obtient la relation 


(2.15) a< p(y)<o(B)—b lorsque A<y<B. 


VII. La fonction o(y), étant croissante au sens strict dans 
Pintervalle [A,B] elle possède, comme on le sait bien, presque 
partout dans cet intervalle, une dérivée finie et non né- 
gative o'(y). 
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L'ensemble U, composé des y pour lesquels 
(2.16) A<y<B, 0<o'(y)<+co (ensemble U) 


aura done la mesure égale à celle de l'intervalle [A,B], 
c’est-à-dire (cf. 2.1) 


m(U)=m([A,B]) =B—A>0. 
On a évidemment 
(2.17) 0O<e'(y)<4 co lorsque ye U. 


VIII. Désignons par V l’image de l’ensemble U que l’on 
obtient par l’intermédiaire de la transformation æ—o(y). On 


aura évidemment 
V= o( U) a [a,b] 


(2.18) JV)=U, mf(V)) =m(U)=B—A > 0. 
IX. Nous soutenons que 
(2.19) D+f(x)>0 lorsque ze. 
En effet, admettons que 
Lo € V. 
Il suffira de prouver que 
D} f(%o) > 0. 


En vertu de la definition de V, il existe un y, tel que 
(2.20) Yoc U, (Yo) = Lo; 
et, en raison de (2.16), on aura 
(2.21) A<Yo<B, 0<0'(y)<+ 00 
En vertu de (2.15) on a done 
a< O(Yo) < e(B) =b 


c’est-à-dire (cf. 2.20) 
Oa ea. 


De (2.20) et de IV il vient 


(2.22) Yo=f (To). 
ST 
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En vertu de la définition de D4 f(x) il existe une suite {x,}, 
telle que 


f(æ,) — (To) 


(2.28) ter, 8X v PL, “ites TS —> D4 f( Xo). 
Wy 0 = 
Posons 
(2.24) Yy = f(y). 
On a 
(2.25) Yy = f(r) — (Lo) = Yo € (A, B) 


et, par suite, 
Ys € (A, B) 


lorsque v est supérieur à certain indice »). La fonction o(y) 
sera done définie pour y=}, (v >v). En posant 


(2.26) Ey = 0(yv) = 0 (f(Xp)) 
on aura (cf. 2.23 et III) 
(2.27) Lo Co ml ee) Sp 
et, en vertu de (2.24), (2,26) et IV 
Yv =f (Ev) = f (Lp). 


Comme ¢,>2, (pour v >v), E= e(Yv), To = (Yo) et la fonction 
o(y) est croissante au sens strict, on voit facilement que 


(2.28) Yv > Yo: 


Nous avons pour v >, (cf. 2.24, 2.22, 2.28, 2.27, 2.26, 2.20) 


(2.29) f(E) — (0) _ Yo— Yo ~ Yo Bg Bo 


Ly— Lo Ly — Bo 4 Cy ve To a O(Y») — o(Yo) 
Mais, en raison de (2.20), (2.17) et (2.25), il suit 


O(U») —0(Yo) 


2.30 
l ) Yv— Yo 


—>0'(Yo), O0 <Lo'(Yo) <+ 00. 
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On conclut, en vertu de (2.29) et (2.30), que se présente un 
au moins des cas suivants: l 


Ce — + oo (lorsque o"(yo) =9), 
fs) =H) 1 


>0 (lorsque 0 < 0’(y,)<-+ co). 
Ly— Ly 0 (Yo) ( q Q (Yo) an ) 


Il vient, de là et de (2.23), que 
D4 f(%) > 9. 
Comme x, désigne un point quelconque de V, il en résulte que 


D.f(v)>0 lorsque x eV. 


Il s’ensuit, en vertu de la définition de l’ensemble W, (cf. 2.2) 
que VCW et, par suite, f(V)Cf(W). On en conclut, en raison 
de (2.18), que 

Mef(W) > m(f(V))=B—A > 0. 


L’inégalité (2.3) se trouve ainsi établie. 


§ 3. Théorème 1. Supposons que la fonction f(x) soit con- 
tinue dans un intervalle A. Désignons par Q la classe des points 
æ e À pour lesquels 


(3.1) Di f(x) > 0. 


Cela posé, la condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit 
décroissante au sens large dans À, consiste en ce que 


(3.2) mf(Q) = 0 $). 


Démonstration. Cette condition est évidemment néces- 
saire, car f(x) étant décroissante au sens large, on a liné- 
galité Dif(z)<0 partout dans À sauf peut-être à l’extré- 
mité droite de 4. L’ensemble Q est donc vide ou bien il se 
réduit à un seul point et, par suite, (3.2) a lieu. 


1) mf(Q) désigne la mesure au sens de Lebesgue de l’image f(Q) de Q 
par l’intermediaire de la transformation y= f(x). 
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Passons à la suffisance de notre condition. Supposons, 
pour la démonstration par l’impossible, qu’il existe deux 
points ae À, be À, (a<b), tels que f(a)< f(b). Désignons par 
W la classe des points # de l'intervalle [a,b] pour lesquels 
D, f(x) >0. En vertu du lemme précédent il vient 


(3.3) mef(W) > 0. 


D’autre part on à évidemment WCQ et, par suite, (cf. 3.2) 
0<mef(W) Lmef(Q)—=mf(Q) =0, c'est-à-dire m(W)—0, ce 
qui est incompatible avec (3.3). 


§ 4. On dit qu’une fonction f(x), définie dans un intervalle 4, 
satisfait, dans celui-ci, à la condition N de M. Lusin 
lorsque, pour tout ensemble AC 4, tel que mA = 0 on a mf(A)=0. 

En s'appuyant sur le théorème précédent on obtient immé- 
diatement le théorème suivant. 


Théorème 2. Si la fonction f(x) continue dans un inter- 
valle À, satisfait, dans, ce dernier, à la condition N de M. Lusin 
et st l'inégalité 


(4.1) D} f(x) <0 


a lieu presque partout dans A, alors la fonction f(x) est décrois- 
sante au sens large dans cet intervalle. 


Remarque 1, Le Théorème 1 reste vrai lorsque l’on y rem- 
place l’inégalité (3.1) par la suivante 


De, f(x) > 0. 
Lorsque l’on y remplace (3.1) par l’une des inégalités 
D,f(x) <0 ou De,f(x) <0 


on obtient les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
la fonction f(x) soit croissante au sens large dans l’intervalle A. 
Il suffit, en effet d’appliquer une des transformations: r= X, 
y=—Y ou w=—X, y=+Y pour ramener chacun de ces 
trois cas au Theoreme 1. 
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Remarque 2. En s'appuyant sur la remarque précédente 
on voit que le Théorème 2 reste vrai lorsque l’on y remplace 
l'inégalité (4.1) par l'inégalité Di) f(x) <0. 

Lorsqne l’on y remplace (4.1) par l’une des inégalités 


D,f(&)>0, Doa) >0 


on obtient la condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
fonction continue, jouissant de la propriété N de M. Lusin 
dans l'intervalle A, soit croissante au sens large dans cet 
intervalle. 
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SUR LES SYSTÈMES D’INÉGALITÉS DIFFERENTIELLES 
ORDINAIRES REMPLIES EN DEHORS DE CERTAINS ENSEMBLES 


Par J. SZARSKI (Krakow) 


Introduction. Nous allons nous occuper dans cette note des systèmes 
d’inégalités différentielles ordinaires de la forme 


(1) D* p(x) <filla,@ (x), p"(æ)) (i=1,...,n), 


où D* y(x)1) désigne la dérivée supérieure droite de p(x) et les inégalités 
(1) sont supposées étre satisfaites en dehors d’un ensemble jouissant 
d’une certaine propriété. 

Afin d'expliquer cette propriété, considérons un système d’équations 
différentielles 


(2) du 


dx — GEY", Y”) (1—1,...,n), 


6 

où les fonctions g'(x,y!,...,y") sont supposées être de la classe C! dans 
un ensemble ouvert œ et soit Z un ensemble contenu dans o. Désignons 
par £,(Z) la zone d’émission droite de l’ensemble Z, c’est-à-dire Pen- 
semble des points situés sur les intégrales du système (2) issues des points 
de l’ensemble Z et prolongées à droite. Pour un x donné, désignons par 
T,(Z,x) Vintersection de l’ensemble E,(Z) avec le plan c=@ (cet en- 
semble peut étre evidemment vide). 


Propriéte P de l'ensemble Z. Nous disons que l’ensemble Z jouit 
de la propriété P par rapport au système (2), lorsque pour tout x les pro- 
jections de l’ensemble 7,(7,x) sur les axes des coordonnées y!1,..,y" ne 
contiennent aucun segment. 


Théorème 1. Supposons que les fonctions fi(x,y,...,y"), (i—=1,...,n) 


Soient continues dans un ensemble ouvert & et qu'elles y satisfassent aux 
hypothèses suivantes: 


1° Si pour un i quelconque 


(3) Y LY” le lee) 
alors 
(4) F(X a erage y y “fe DE UT Beery Ru Sea) 


1) D* g(x) désignera la dérivée inférieure droite de g(x). 
Rocznik Pol. Tow. Mutem. T. XXIV. 1 
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2° Sort 
(5) y'= y' (x) (2=1,...,n) 


l'intégrale supérieure a droite?) du système 
(6) a = F(E, Y. Y") (i=1,...,n) 


issue du point P,(x,,y},..…,y) et définie dans l'intervalle 


(7) Lo LL Lot a. 

3° Soit 
(8) y'—=p'(x) Ce sn) 
une courbe continue dans l'intervalle (7) située dans © et telle que 


(9) pila) Ky (a) = Yi (i=1,...,n). 


Désignons par Z l’ensemble des points de la courbe (8) dans lesquels 
une au moins des inégalités (1) est en défaut. 


49 Supposons que, pour tout système d'équations différentielles (2) dont 
les seconds membres sont de la classe C! dans un ensemble ouvert wC et 
y satisfont aux inégalités 


(10) fiL Yr, e YQ (E Yr gY”) (i= 1,...,n) 


l’ensemble Z .w jouisse de la propriété P par rapport au système (2). 
Dans ces hypothèses les inégalités 
(11) | p'(æ)<y'(x) . (= 1,..,n) 
sont vérifiées dans l'intervalle (7). 
Avant de passer à la démonstration de notre théorème, nous démon- 


trerons trois lemmes. 


§1. Lemme 1. Supposons que les fonctions f'(x,y',...,y"), (i=1,...,n) 
soient de la classe C! dans Q et que les hypothèses 1° et 2° soient satisfaites °). 
Supposons ensuite que 


3° la courbe (8) passe par le point P (x,,y}l,….,y5), c’est-à-dire 


(12) | pi(Lo) =" (To) CSRs 5m) 
el que 


2) Pour la définition et l’existence de cette intégrale dans l’hypothese 1°, voir 
E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen, Acta Math. 
T. 58, p. 78, Satz 7. 

8) Dans les hypotheses du Lemme 1 la courbe (5) est l’unique intégrale du sy- 
steme (6), issue du point Pp. 
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4°’ l’ensemble Z, des points de la courbe (8) dans lesquels une au moins 
des inégalités 


(13) D'pi(æ)< fi(a g(a), pla) (1=1,...,”) 


est en défaut, jouisse de la propriété P par rapport au système (6). 
Ceci supposé, les inégalités (11) sont vérifiées dans un voisinage à droite 
du point £o. 


Démonstration. Désignons par 


(14) y'=y"(@, £57, ....7") (t=1,...,2) 


l'intégrale du système (6) passant par le point (&,7',...,7"). Les fonctions 
y'(v,&,7,...,4") sont de la classe C! partout où elles sont définies et rem- 
plissent les identités 4) 


11 


(15) yiL, È 73-17") + D FEM, yn Yt (E57, 90") =0 (t=1,...,%) 
j=l 


En vertu de l'hypothèse 1° on a pour æ>£ 5) 
(16) Gi lw, Ë, mn") >0 (i,j=1,...,0). 


Il existe évidemment un nombre b>0, tel que chaque intégrale (14) 
passant par un point (é,7',...,7”") qui appartient au cube 


(17) E—a|<b; |ni—yil<b (i=1,...,n) 
est définie dans Vintervalle 
(18) |B —Bg|< b. 


Désignons enfin par c<b le nombre positif tel que la courbe (8) soit 
située à l’intérieur du cube (17) pour x appartenant a l’intervalle 


(19) Lo LL< Lo tc. 


Nous allons prouver que les inégalités (11) sont remplies dans linter- 
valle (19). 

En effet, soit x un point quelconque appartenant à l'intervalle (19). 
D’après la définition du cube (17) et de l'intervalle (19) les fonctions 


y'(æ,Ë,n!,….,n") sont de la classe ©! dans le cube (17). Il en résulte que 
les fonctions 


(20) Di (x)= G'(@, 2, ¢'(a), ... 9" (a) Cette) 
sont continues dans l'intervalle 
(21) TI SVT. 


1) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funkiicnen, Leipzig 1950, p. 1&6, 
Satz 1. 


5) J. Szarski, Sur un systime d’'inégalités différentielles, Annales de la fcciété 
Polonaise de Mathématique, t. XX, p. 128. 


l 
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En vertu de (16) et de ce que les dérivées yi j(v,&,7,...,77”) ne peuvent 
s’annuler toutes à la fois, on à — en chaque point de Vintervalle (21) 
où le système d’inégalités (13) est rempli — les inégalités 


n 


D Di(x) <hi (a,x, gt +39 ' (x, @,p*(@))D ~ g(x) 


cast) 2 Sp mangé fete) (FT yoy) 


J= 


= 


Il s'ensuit d’après (15) 
(23) D'pi(x) < 0 (i=1,...,n) 


en tout point de l'intervalle (21) où les inégalités (13) ont lieu. Désignons 
par A; l’ensemble des points de l'intervalle (21) dans lesquels l'inégalité 
(23) est en défaut. D’après ce que nous venons de constater, une au 
moins des inégalités (13) n’est pas remplie dans A;. L’ensemble Z; des 
points correspondants sur la courbe (8) fait done partie de Pensenble 4, 
et par conséquent, en vertu de 4°, jouit de la propriété P par rapport 
au système (6). Il en résulte, en particulier, que la projection de Pen- 
semble TZ: x) sur laxe yi ne contient aucun segment. Mais il est aisé 
de voir que cette projection est l’image de l’ensemble A; par la fonc- 
tion @', Nous venons ainsi de constater que l’image par la fonction ®' 
de l’ensemble A;, où Vinégalité (23) est en défaut, ne contient aucun 
segment. 

En vertu d’un théorème de Zygmund ê), il en résulte que la fonction 
@'(z) est non-croissante dans Vintervalle (21). Nous avons done en par- 
ticulier 


(24) Pi (x) < Pi (ay) (t= 1,...,7). 
D'autre part, d’après la définition des fonctions #'(x,£,7!,... ,7") 

(25) OS Ar Ca oh ere) Sn) 
et d'apres (12) 

e TES SE ote Ce COS E E a A rt 


Rapprochant les relations (24), (25) et (26) nous obtenons 


(27) | p'(æ) Sy (x) (= 1,..,n) 


Le point x étant un point arbitraire de l'intervalle (19) le Lemme 1 est 
ainsi démontré. 


Lemme 2, Le Lemme 1 reste vrai, lorsqu'on remplace les égalités (12) 
par les inégalités (9). 


= — E —_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_— a =: —= 


t) S. Saks, Theory of the integral, 1937, p. 203. 
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Démonstration. Désignons par y'=y'(x) l'intégrale du système (6) 
issue du point (r,,g1(%5),...,p"(t)), C'est-à-dire 


(28) P(Lo) = Y' (Lp) (v= 1,..,n) 
En vertu du Lemme 1, on a les inégalités 

(29) pi(æ) Ly'(x) ‘(at SE 

dans un voisinage à droite de x). D’autre part, selon (9) et (28), 

(30) p! (a) <p!(ap) Ga or 


Il en résulte que ?) 
(31) p'(æ) Sy" (x) (v= 1,..., 2) 


dans un voisinage a droite du point x, En rapprochant les inégalités 
(29) et (31), nous obtenons la proposition du Lemme 2. 


Lemme $. Dans les hypotheses du Lemme 1, avec les égalités (12) rem- 
placées par les inégalités (9), les inégalités (11) sont remplies dans Vinter- 
valle (7) tout entier. 


Démonstration. En vertu du Lemme 2 les inégalités (11) sont 
vérifiées dans un voisinage à droite du point x,. Désignons par % la 
borne supérieure des points æ appartenant à l'intervalle (7) et tels que 
les inégalités (11) ont lieu dans l'intervalle [to £). Pour terminer la dé- 
monstration, il suffit de montrer que 7—#x,-+ a. En effet, s’il n’en était 
pas ainsi, on aurait Z<%, +a et en vertu de la continuité g(t) Lyi(x). 
En appliquant le Lemme 2 au point T (au lieu du point *,) on arriverait 
done à contredire la définition du point x. 


§ 2. Démonstration du Théorème 1. Il suffit évidemment de 
prouver que les inégalités (11) ont lieu dans tout intervalle fermé [x,,x|, 
où ta <T<x, +a. Fixons donc lintervalle [x,,%] et soit w un ensemble 
ouvert et borné, contenu avec sa frontière dans © et contenant les courbes 
(5) et (8) envisagées dans l'intervalle qui vient d’être fixe. Désignons 
par K,(x,y',…,y") le cube de demi-coté 1/» et au centre P(x,y',...,y"). 
Lorsque N est un nombre naturel suffisamment grand, chaque cube K,, 
dont le centre appartient à la fermeture w est contenu dans © pour »> N. 

Posons pour tout P(x,y',...,y") appartenant à w 


ff ae NP (E nn) dE yt... d" 
ae Le. W(X, Discs) 1—1,...,%) 
(32) fi (2Y e y) = Le sheet teh ne | NE 


V j 


?) Cf. ?), E. Kamke, loc. cit., p. 82, Satz 6. 
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Les fonctions ainsi définies sont de la classe C!, satisfont à l’hypo- 
thèse 1° 8) et tendent uniformément vers fi dans w°). Nous pouvons 
supposer (en prenant au besoin une suite partielle) qu’on ait 


(33) -f< i=1,.,n;v>N) 
dans w. Posons 

1 ; 
(34) JEY", e Y= (8,997) + CE E v= WE 


Les fonctions (34) jouissent des propriétés suivantes: 
(x) gi sont de la classe C! dans w; 
(8) gi > fi dans w (en vertu de (33) et (34)); 
(y) lim g'=f! uniformément dans a; 

(ò) 


ò) gi satisfont à Phypothèse 1° dans w. 


Considérons le système d’équations différentielles 


dy! _ ilam añ n pa 
(S,) An “9 (2Y pose Y) ESEA) 
et soit 
(35) y'= yi (x) (t=1,...,”) 


Pintégrale du système (S,) issue du point P,(z,,yi,...,y%). Designons par 
Z, Yensemble des points de la courbe (8) dans lesquels une au moins 
des inégalités différentielles j 


(L) D E CE) 


est en défaut. En vertu de (B) l’ensemble Z, fait partie de l’ensemble Z 
et par conséquent, d’après l’hypothese 4°, 
(e) l’ensemble Z, jouit de la propriété P par rapport au systeme (S,). 
D’après (y), à partir d’un indice » suffisamment grand, les intégra- 
les (35) existent dans l'intervalle [x,,%] et, en vertu de (8) et (ò), y ten- 
dent uniformément vers l'intégrale (5), c’est-à-dire qu’on a uniformé- 
ment 1°) 


(36) lim y! (x) = y' (x) Ml. 1) 


8) Voir l'énoncé du théorème 1 où l’on doit remplacer dans 1°, fi par f. 

9) J. Szarski, Sur une méthode d'approximation des fonctions, Annales de la So- 
ciété Polonaise de Mathématique, t. XX, p. 121. 

10) Cf. 2), E. Kamke, loc. cit., p. 80, Satz 8. 
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D'autre part, en vertu des propriétés («), (5), (e) et du Lemme 3, 
nous avons dans l'intervalle [x,,%] les inégalités 


(37) p'(æ) <y! (x) (i=1,...,n) 


pour » suffisamment grand. Les relations (36) et (37) entraînent les iné- 
galités (11) dans l'intervalle [x,,æ], ce qui termine la démonstration. 


§ 3. Théorème ?. Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 1, 
à Vexception de 4°, soient remplies. Désignons par A l’ensemble des points 
de Vintervalle (7) dans lesquels une au moins des inégalités 


(38) | D pi(æ) <fi{x,p(x), …,g"(æ)) (i==1,...,n) 


est en défaut, et admettons que pour tout i 
4% l’image A, de l’ensemble A par l'intermédiaire de la fonction 


(39) Fi(a)=o'(a) — | fie,p(x),.…,p" (@)) da 
ne contienne aucun segment. 
-= Dans ces hypothèses les inégalités (11) sont vérifiées dans Vintervalle (T). 


Démonstration. On voit aisément que 

(40) D* F(x) = Dt p'(a) —f' (aw, qa), …,g"(x)). 
D’après (40) Vinégalité (38) implique Vinégalite 

(41) D* F(x) <0. 


Il en résulte, en vertu de Vhypothese 4°’, que l’image par Vintermé- 
diaire de la fonction F'(x) de l’ensemble des points x, dans lesquels l’iné- 
galité (41) est en défaut, ne contient aucun segment. La fonction F(z) 
étant évidemment continue, on en conclut, d’après le théorème de Zy- 
gmund !) qu’elle est non-croissante dans l'intervalle (7) et par consé- 
quent 


(42) D Fila) <0 


partout dans l’intervalle (7). D’après (39) et (42) les inégalités (1) sont 
donc remplies partout, d’où l’on obtient la these du Théorème 2 en vertu 
d’un théorème démontré par T. Wazewski ??). 


Applications particulières. Nous montrerons à titre d'exemple, 
comment deux théorèmes connus sur les inégalités différentielles, peuvent 
être déduits du Théorème 2. 


DC): 

2) T. Wazewski, Systemes d'équations et d’inegalités differentielles ordinaires aux 
deuxièmes membres monotones et leurs applications, Annales de la Société Polonaise 
de Mathématique, t. XXIII, Théorème 2, p. 124. 
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I. Le Théorème 2 subsiste, lorsque l’ensemble A des points x, dans 
lesquels les inégalités (38) ne sont pas remplies, est au plus dénombrable. 
En effet, dans ce cas-la les ensembles A; sont aussi au plus dénombrables 
et ne contiennent aucun segment. 

II. Le Théorème 2 subsiste, lorsque œ'(x) sont des fonctions absolu- 
ment continues généralisées et satisfont au système d’inégalités (38) 
presque partout dans l’intervalle (7) #). 

En effet, dans ces hypotheses F'(x) sont aussi absolument continues 
généraiisées et l’ensemble A est de mesure nulle. Il en résulte 4) que 
l'ensemble A; qui est l’image de l’ensemble A par l'intermédiaire de la 
fonction F"'(x), est aussi de mesure nulle et par conséquent ne contient 
aucun segment 15). 


PROCESS). 

u) S. Saks, Theory of the integral, 1937, p. 223. 

15) Dans le cas des inégalités foibles (38) on considere la fonction F'i(ic)—ex, où 
e>0 est arbitraire. 


SUR UN SYSTÈME D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE COMPLETEMENT INTEGRABLE 


Par J. SZARSKI (Krakow) 


Le but de cette note est d'évaluer le domaine d’existence de la so- 
lution du problème de Cauchy, relatif au système d’équations différen- 
tielles de la forme 


D De 
L 41 t “Hu 


"+3 Samy Sa 2°"? y, 
PU lee al 2 El 
Nous allons déduire cette évaluation des résultats, obtenus anté- 
rieurement par T. Wazewski, pour le cas m—k—11), en faisant 
intervenir la transformation de Mayer. Avant de passer au théorème 
concernant le système (1), nous formulerons un théorème dans le cas 
particulier k—1, c’est-à-dire dans le cas où le système (1) a la forme 


“y 
~ 


A | 
“Su . it » lu ~ 

(1) A = aan ney os Yas ror Bar 
Che 


Ay 9 
(2) a = j" G cs Ying Zis 3m w, g assy ah 
Théorème (W). Supposons que les fonctions 
FECL Ys yee U A Uy ee GD (u=1,2,...,2) 
soient de la classe C3 dans le cube 
(3)  |æ—s| <a; iyya; |ou u Sa; | a — a | Sa; 


leurs dérivées du premier, du deuxième et du troisième ordre par rapport 
aux variables Y 5.65 Y s Zisu U5 Gk étant absolument inférieures a un 
nombre positif M. Soient 

Wu (Yis --3Yn) (u= 1,2,...,m) 


des fonctions possédant dans le cube 
(4) Yi Yi La 


les dérivées partielles jusqu’au troisième ordre continues et absolument 
inférieures au nombre M. 


1) T. Wazewski, Sur l'appréciation du domaine d'existence des intégrales de l'équa- 
lion aux dérivées partielles du premier ordre, Annales de la Société Polonaise de Ma- 
thématique, t. XIV, Théorème 2, p. 169. 
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Supposons ensuite qu'on ait les inégalités 


(5) (gl <W; 04 (G91) g) Bp | <T3 Peels) gy <3 
et posons 

(6) oM,m,n)=[(8M(m+n))*[1+2M(m+n)] 

(7) Mm n= 2M + oo, 

(8) N(M,m,n)=M[(1+3mr( M,m,n) + mr?( M,m,n)], 

(9) b(M,m,n,a)=a{(n+1)[N(M,m,n)+a+1]}*, 

(10) ÜM,m,n,a)=min[c(M,m,n), b(M,m,n,a)l]. 


Ceci suppose, le système (2) possède une solution unique yu(t,Y1,...,Yn) 


(u=1,2,...,m) dans l’ensemble 
(11) lea—a!< 6(M,m,n,a); 
(Yi —Yil <a{4n[N(M,m,n) +1] 1—-N(M,m,n)|x—x 


qui est de la classe C? dans l’ensemble (11) et satisfait aux conditions initiales 


(12) Xul, Yie y Yn) Onl Yy y. Yn) 
dans le cube 
(13) gi | Kaftni N(M, m,n) +11}. 


Le théorème qui vient d’être énoncé résulte immédiatement du théo- 
rème cité plus haut :}, lorsqu’on applique au système (2) le procédé des 
approximations successives, employé par T.:Ważewski, dans son 
travail sur les systèmes de la forme (2) 2). 

Nous déduirons a présent du Théorème (W) un lemme. 


Lemme, Conservons toutes les hypotheses du Théorème (W) en admettant 
que les seconds membres du système (2) dépendent de certains paramètres 
isek, de facon que leurs dérivées par rapport aux variables y,,..….,y:, 
2308, Tog eens Gey À yey A, jusqu'au troisième ordre soient continues et abso- 


lument inférieures au nombre M dans le produit cartésien du cube (3) et 
du cube 


(14) Al <a (fc sakes, Jee 


Pour dy, 0.0, Ar fixes désignons DALY u (Ls Yz, 00 YngAryeeeyAn)y (u=1,2,...,m), 
l'unique solution du système 


og 


~ 
— fii | m i 4 4 ~ re vu Cu 
=}; Dy Yiyeeeys Uns SEEC TI TESE sms SRE ELLE LT 

Yn 


= 
cyi 


ER 


a 
cw 


(15) | (u=1,2,...,m) 


2) T. Wazewski, Sur le problème de Cauchy relatif à un système d'équations aux 
dérivées partielles, Annales de la Société Polonaise de Mathématique, t. XV, p. 101. 
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satisfaisant aux conditions initiales (12), dont l’existence dans l’ensemble (11) 
est assurée par le Théorème (W). Nous affirmons que dans nos hypothèses 
les fonctions xul, Yi... Yny Any... y x) admettent les dérivées par rapport a toutes 
les variables, jusqu'au deuxième ordre continues dans l’ensemble 


|ja—a|\<6(M,m,n+k,a); 
(16) |y—y:|<af4(n+k)[N(M,m,n+k)+1} 1-N(M,m,n+k)lx—x|, 
[u| Sa{4(n+ k)[N(M,m,n+k)+1}}7—N(M,m,n+k)\e—a}. 
Démonstration. Le système (15) peut être considéré comme un 
système de la forme (2) sans paramètres mais avec n+k variables 
Yiz 009 Un A1... Ax. En vertu de nos hypotheses et du Théorème (W) nous 


obtenons la these du Lemme. 
Nous passons à présent au théorème qui fait objet de la note présente. 


Théorème. Supposons que 1° les fonctions f\(x,,..., 2,5 Yaseer Yna m 
qi',.--»q"), soient de la classe C3, 2° leurs dérivées du premier, du deuxième 
et du troisième ordre par rapport aux variables y ,...,y ,2,,...,2,,q%#,...,q“ 


Soient absolument inférieures à un nombre positif L dans le cube 
(17) (La Tal Sa; (YY Ka 12,—2,1<a [gi dll <a, 
3° le système (1) soit completement intégrable C'est-à-dire que les identités 
a) AL . oft! ofe B ii ofe of" à ofe 
of | Sle Te N S pee | ie fe 
hm = OG O d E P 


(18) PEER (j=. vet 7 v=1 
n A n m ntu A ti m 4 i 
wh he, | ai of} oft | \' WI la el g4 «' zi fe 
_ 0x = Cgt oy, | mami aw! OG" OZ UT UT Bg le 
ce = i i r v 


Ex (Sj ee r=] 


sotent remplies dans le cube (17). 

Soient wu(Y1,.…. Ya), (u—=1,2,...,m), des fonctions possédant les dérivées 
partielles jusqu’au troisième ordre continues et absolument inférieures au 
nombre L dans le cube (4). 

Admettons qu’on ait les inégalités 


| a Cc) AD ee) aa 
(19) LPS LO (Yr rn) —2 yl <3 a! iy, LLLE a 
et posons 
(20) d—min(l,a), 
| 1 
(21) 2 (L,m,m, kya) = min | 6(3L+akL,myn+k,d), oo ; 


a(L,m,n,k,a)=a{4(n+k)[N(3L+akL,mn+k)+11];1 
—N(3L+akL,mn+k)f(L,m ,n,k,a); (cf. (6)-(10)), 


(23) y(L,m,n,k,a)=a(L,m,n,k,a)B(L,m,n,k,a). 


(22) 
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Ceci supposé, le système (1) possède une solution unique Sulis. Eks Yi. Yu) 
(w=1,2,...,m), dans l’ensemble 


(24) |La— åta <y(L,m,n,k,a); |yi—-yi<a(L,mi,n,k,a eee Zils 3) 


Ms 


er 
A 


qui y est de la classe C? et satisfait aux conditions initiales 
(25) Zu (is The Vis. Yn) = OO GC BENG 9, 
dans le cube 
(26) Yi—y)La(l,m,n,k,a). 
Démonstrat on. Nous démontrerons d’abord l’unicité de la solution 


déterminée par les valeurs initiales (25) dans l’ensemble :(24). En effet, 
introduisons la transformation de Mayer 


(27) ie Aad (alone ete): 
ou 2,,...,4, sont des paramètres vérifiant les inégalités 
(28) \As!<a(L,m,n,k,a) (ae. iy 


et soit 2.(1y,...5%4,Yi5---) Yn) une solution du système (1) dans l’ensemble (24) 
satisfaisant aux conditions (25). Fixons 2,,...,4, et posons 


(29) PAUL: Uy 5 eter Une Ay oe) u O AT aly Re ls V1... Yn) 


pour (@,Y,,---,¥n) appartenant à l’ensemble 


k 
(30)  x|<B(L,m,n,k,a); ‘yi—y;| <a(L,m,n,k,a)—L > |A. 


Ei 


On voit alors que les fonctions 7, ainsi définies satisfont au système 
d'équations 


NS 


(31) ste — SPH (Yaser Ying Aa yoy Any Zaye yt Dae Dy | (u=1,2,.. . m) 
ci oy ni 


et aux conditions initiales 
(32) LO, Ys 5-005 Yn Ae Ae) = Ops (Yr 9 29 Un) 
dans l’ensemble (30), où l’on a posé 
F“ (T Ys 90 Yar pren po nen? na Wrenn Wh) 
(33) ý : | P 
D 0 CP EE NE ONE TEST re A )- 
= 


Or, d’après (33) et en vertu des hypothèses sur les fonctions f#, les dé- 
rivées du premier ordre des fonctions F" par rapport aux variables q%,..., qf 
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k 
sont absolument inférieures au nombre a Az. Il en résulte, en vertu 
. =1 
de lunicité des solutions du système de la forme (31), déterminées par 
les valeurs initiales (32) dans l’ensemble de la forme (30)°), que les va- 
leurs initiales (25) déterminent la solution du système (1) dans l'ensem- 
ble (24) d’une façon univoque. 

Nous passons à présent à la démonstration de l'existence de la solu- 
tion du problème. 

Nous démontrerons d’abord que, pour tout système fixe de para- 
mètres 2,,..,2, vérifiant les inégalités 


(34) |a La(L,m,n,k,a) Le IRRF), 
le système (31) possède une solution 7,(æ,%:,...,Y,,/1,..., Ar) dans l’ensemble 


oe Im|<0(3L+akL,mn+k,d); yy 
99) <af{4(n+k)[N(30L-+akL,m,n+k)+1)} 3—N(380L+akL,m,n+k) x), 
qui admet les dérivées partielles par rapport aux variables £, Y,,...5Yn> 
Zisk, Jusqu'au deuxième ordre continues et satisfait aux conditions 
initiales (32). 

En effet, selon les hypotheses sur les fonctions /', les seconds mem- 
bres du système (31) sont de la classe C3 (par rapport a toutes les va- 
riables) dans l’ensemble 


(36) Le le in AR, e ea) ae ate 
9 Y, y, ’ | ae q; fj 


et leurs dérivées jusqu’au troisième ordre par rapport aux variables 
! É ` Jo s 3 

Yny aa Ag see Apr na aaa Sont absolument inférieures au nombre 

3L-akL. Notre proposition en résulte immédiatement en vertu du Lemme. 

Les fonctions Za(£, Y15...;Yny 15. 42) sont a plus forte raison de la classe C? 

dans l’ensemble 


(ot) | 2) SCENE EG, mnt, a) Cain, net a) 


qui est contenu dans le produit cartésien des ensembles (34) et (35) 
(ci. (21) et (22)). 

Construisons maintenant, à l’aide des solutions 7, du système (31), 
les fonctions £4(%1,...,@x,Y1,..., Yn) Ae la façon suivante 


Lie Tı Lx — Ly \ 
(38) a cots CO, eT te AT. PA f SU U ‘galt y... À pe 
i | Č A j 


`) T. Wazewski, Sur Punicite et la limitation des intégrales de certains systèmes 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, Annali di Matematica, t. XV, p. 3, 
Théorème 1. 
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où € est un nombre fixé arbitrairement, vérifiant l'inégalité 0<e< Ĵĵ. 
On voit aussitôt que les fonctions z, ainsi définies sont de la classe C? 
dans l’ensemble 


Da —%8|< a(L,m,n,k,a)(6(L,m,n,k,a)—s}; 


39 Be | 
| | yi— ÿil<a(L,m,n,k,a)—L > |2e— gal. 
3=1 
Les fonctions (38) satisfont en plus aux relations (25). Ceci résulte du 
fait que 


(40) Halt Yrs s Uno Oye SOP mR (1 VA) 


puisque, 7, satisfaisant au système (31), on a d’après (33) 


o 
30 Au (Ds Yry ++ Yny Oy. 0) = 0 
d’où l’on obtient (40), en vertu de (32). 
Nous allons prouver maintenant que les fonctions (38) satisfont au 
système (1) dans l’ensemble (39). | 
Pour le démontrer posons 


ELU OU 7. 7) 


(A) yn i J TA 
= aA, fa D AL yen L, HAT Ys yey Vir Hire Ho Sy Da 


dans l’ensemble (37). Nous allons prouver que 

(42) g4=0 

dans le produit cartesien de l’ensemble (30) et du cube (28). Remarquons 
d’abord que 

(43) gE (Oy Yay erry Y 515 Ap) = 0, 


en vertu de (32). Les fonctions y, satisfaisant au système (31), on a les 
identités 


~ 
` 


(44) D — tga +A, Tye TEI FA „T sYa ZLATAR gs Get eee DE). 


oy Un Y n 
= 


Différentiant (44) par pleas à Ža, on obtient 


) 


hy oft + Off hy = Of Ey 
ant Sales SMM, SU MH) 


45 
ee) OT OA ; 
3=1 Cc = i=1 


Différentiant (44) par de à à yi NOUS avons 


m n 
2y, n Sofi “Oy aft 4, 
(46) SE = + > D | 
On OY, 2 talay, "2 Be, 3y, 2 aq" LEP 
p=i v=] j=1 
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Ensuite 
k n 
f A * 2, = 
2 tepaperal Saclay NA, Ve Pan 
— [x +a] > 2 — 
Ox 24s on, > De, IN | kd dg ey, On|’ 
= : m= I= y 


ce qui donne, d’après (44) et (46) 


k m 
A Je a Fie 
— [æ w fit|= fu + ihe , Te Sip 
ar la TS A 5e ?P 
47 = h die 
( ) 1 oft af! m a u dy 9 92 a 
De 8 x Dt iii y $ C 3 Xu ) | 
= 3q! \ dy, 5 dz, z = 54 QE y.) | 


Profitant des identités (18), nous en obtenons 


k 3 m A " a) 
9 [si (Fe Spy y le 
—faf —f'+a Alz + JD 4 
aya pal cr \— y T a — D a og" oy, 
8=1 ~ A | i=] 
(48) de ils 9 Le fr Dy al n of!" of!" y p 
“Smee SS ay 
ir on its Td ed. 


On a enfin 


Og RE femmes ote dee) aR ole xg 
(49) Se OTe aH ne A 
Y Yuen. Cy, am EZ, CY, = cy! cy cy, 
pol] = 


Il s'ensuit de (45) et (48) que 


a é 4 72, 4 mM ney 4, cé 22 
cg" > | \'2 a] = Ku x oft : Te oX, | Re oft c Žu | 
En PS 7 PÈRE AE ae FEL E = - a 
cw dan — Pog" EX by cY, <- Ce, oy rary Sh dY, Y, | 
i=1 s=1 po] 
m : à A 
Q cf" Cx 
j S5 aa wf ? 
Kam ce a 
pol] 8=1 x s 
d’où, d’apres (41) et (49) 
k m k 
Arjit ri | 9 My, Deptt N fu 
(50) EUR D MIE S (S74) ge 
IL h) \ od C OGE) OY, = \ BOQ | MO 
me EE ; a f=1 i 


Nous voyons done que, a et A,,...,A, étant fixés, les fonctions 
g“, (u =1,2,...,m), satisfont à un système linéaire de la forme (2) dans 
l’ensemble (37) et, à plus forte raison, dans l’ensemble (30) qui en fait partie. 
Les dérivées premières des seconds membres du système Ca par rap- 


port à Ogi /oy. étant absolument inférieures au nombre L yay , on con- 
G=] 
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clut, en vertu de l’unicite des solutions du système (50) dans l’ensem- 
ble (30) 4) et d’après (43), que les identités (42) sont remplies dans l’en- 
semble 


A 
(51) |a|< B(L,m,n,k, a); Yi Ys | <a(L,m,n,k,a)—L X Aall es 
B—1 


‘Ap| <a(L,m,n,k,a). 


Pour achever la démonstration de ce que les fonctions 2,, définies 
par (38) satisfont au système (1) dans l’ensemble (39), remarquons que 


= 5 Can l OY (BE, Yr 9000 9 Ying Aro oo s An) | 
(52) Se Sa 2 ee a eee D, — By s 
Le  P—E| Ode ae 
f= § 
: is | Ly — T. 
dans l’ensemble (39). En posant en particulier æ—f—e, à, = 4——~’ 
== © 


nous avons pour (%,,..., Cry Yi ---3Yn) appartenant à l’ensemble (39) 


iy 

ei\=B—e; Yiyi SaL, m, n,k, ,a)—L > .,|(B—e);. |Ay\<a(L,m,n,k,a). 
>p 1 

P r Í s == x ie FAN ; 

Il en resulte que le point [B= Es Yas oy Var pes aad appartient 

a l’ensemble (51), done d’apres les relations (41) et (42) calculées pour 
ce point et en vertu de (52), on obtient 


aye Aa )s 
— = f(a EE SD pee Steg Qu ee F) 

‘) = uw 1 RIAL eae | m IY W n 

dans l’ensemble (39). Nous avons ainsi démontre que les fonctions 2, 
satisfont au système (1) dans l’ensemble (39). Mais € >0 etant arbitraire, 
on en conclut, en vertu de l'unicité des solutions du système (1), que 
la solution du problème de Cauchy, relatif au système (1), existe dans 


l’ensemble (24). 


1) Cf. 3). 


SUR L’ALLURE ASYMPTOTIQUE DES INTEGRALES 
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 
Par Z. SZMY DTOWNA (Krakôw) 
On doit à Perron les théorèmes A et B suivants qui ont rapport 
aux systèmes d'équations différentielles linéaires de la forme 


‘aw VA à Mg ave A EE 

(0.1) Yi= filt yi + X gylt)y; O ieeco 
. j=1 - 1 

{ mer (0 ers i k Dr SEM ih jen Re Qi 

où les coefficients j;(t), g;:;(t) sont des fonctions continues d’une variable 

réelle { dans l'intervalle T<t<co. 


Ja A 


Théorème A+). Si 


R[fi(t) (O1 > Rat (t)]+ C mere 0 1), C>0 2), 
gu(t) > 0 Ghee); 


1-00 


(0.2) 


Der taal us à | RER ET ) 
le système (0.1) a n intégrales linéairement indépendantes ( een + te) 
(k=1,... n) telles que 


lim “t —0 pour ik. 
1-00 Yhh 
Théorème B3), Si : 
t 4 Mo tigieg T 
~~ fi(t) )= o; = const, Re) > Blen) - , (b= 2,...50), 
(0:3) En T ROO où 6 = 0 pour sh 
1-00 

í aii at yy toot 0° ule TET at ath r | 


le système (0.1) a n intégrales linéairement indépendantes (Y1z,..-) Ynk) 
telles que 


i Uk v | è 
lim E 0 pour t=2 ash; f Sii. 
t+co Yik 


» 3) O. Perron, Uber lineare a bei denen die unabhängige Va- 


riable reell ist, J. für Math. 142 (1913), p.: 254-270, : : c Res er Seren 
2) E(f) désigne la partie réelle de la fonction I Je désigner FE la suite pay I (f) 
la partie imaginaire de cette fonction. C LITET TE Fog go E 
3) O. Perron, Über lineare . aen, bei denen die OIN oe Va- 
riable reell ist, J. fir Math. 143 (1913), p. 25-49. -3 
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Le Théorème 1 que je démontre au $ 4, se rapporte aux systèmes 
d'équations différentielles non linéaires. Il englobe les théorèmes A et B 
de Perron comme cas particuliers. 

Aux §§ 5,6 je déduis du Théorème 1 les Théorèmes 2 et 3 qui se 
rapportent à l’allure asymptotique des intégrales de systèmes d’équations 
différentielles linéaires. 

Le Théorème 2 du $ 5 est une généralisation du théorème A de Per- 
ron dans deux directions. Je remplace, d’une part, l’hypothèse (0.2) par 
une autre plus générale que voici: 


Rf)... > R( fp) > Rf pti) 2 + = R(fptg) > Rfototi) = +. > R(fp+otr)s 
p+q+r=n, O<— qn, 


COQ 


Î Rif (t)— fp+ı(t)]dt = ii Eel fp+a(t)—foteti(t)] at ni 
T T 


re esse ei i 5 


= lim =———~ = 0. 
00 R(fp— f+) 1-00 ET p+9— ft) 


Dans cette hypothèse je démontre l'existence de qg+7 intégrales 
linéairément indépendantes du système (0.1), vérifiant la propriété 


(0.4) lim No Eg eae PRES — Q., 
(poo (Yp? +- + [Ypa 


Ce résultat donne un renseignement plus précis sur l’allure asympto- 
tique des intégrales que celui de Perron. De plus, j’évalue la vitesse 
avec laquelle le rapport, qui intervient dans la relation (0.4), tend vers zéro. 

Le Théorème 3 du § 6, étant de même une conséquence du Théorème 1, 
se rapporte aussi aux systèmes d'équations linéaires. Il englobe le théo- 
rème B de Perron comme cas particulier. Je montre notamment que l’on 
peut remplacer, dans les relations (0.3), Phypothèse que c;; = 0 pour 17>) 
par deux conditions: 

i), i Wy pour 1—1,- "1; 

2) les racines caractéristiques de la matrice C= |¢;;| (1,j—=2,...,n) ont 
des parties réelles plus petites (au sens strict) que R(9,). 

On peut même aller plus loin en remplaçant les hypothèses (0.3) par 
de plus générales: 

a) lim gy = cy = const, ¢;=0 pour k+1<i<n, 1<9<k; 

{00 


b) les parties réelles des racines caractéristiques de la matrice C,—|c;;| 
(1,j=1,...,k) sont plus grandes (au sens strict) que les parties réelles 
des racines caractéristiques de la matrice C =|cy (¢,j—=4-+1,...,n). 

Dans ces hypothèses, il existe un système de n intégrales linéairement 
indépendantes du système (0.1), telles que 

lim (Yrkt + TRE Yn? s 
o Yie Fy 
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La méthode de démontration, appliquée dans le présent travail, est 
différente de celle de Perron. Je me sers notamment d’une méthode 
topologique due a T. Wazewski {). 


§ 1. Définitions et notations. Posons 
X (dise Dp)s Y= (YissYgh = (Ar) 


OÙ Lis. Cp Use. Uos 215.2 Sont des variables complexes: 


Ly = Uj + Ù) (al ae). Yj = Up+j + Wt; = Ws.) 
eu pte 0,01. EN DR reel (f= lone p++ r). 
Soit 

n=p+q+r. 
On pose par définition 


UE ae Cr) ee D Ua 
WE (D Ss OE, RU) Nan e eu AN 
ou sous forme vectorielle 
W=(X,Y,Z)=U +iv. 
Le vecteur U—iV sera désigné par W: 
W=U— iV; 
la norme du vecteur W le sera par |W | 


n 


Wi= > w w= > (w+). 
j=1 


i 
Le vecteur réel 


(U,V)= (Use; Uny Vy 90069 Vn) 


sera appelé vecteur réel correspondant au vecteur complexe W. 
Soit t une variable réelle. Considérons une fonction 


h(t, W)= h(t, U +iV) 


définie dans un ensemble © de variables (t,W). On peut faire corres- 
pondre a h(t,W) une fonction h*(t,U,V) de variables réelles (t, U,V) 


h*(t,U,V)==h(t,U +iV)=h(t,W) 


qui sera définie dans un ensemble 2* de variables (t,U,V), correspon- 
dant à l’ensemble 2. 


1) T. Wazewski, Sur un principe topologique de l’examen de l’allure asymptotique 
des intégrales des équations différentielles ordinaires, Annales de la Société Polonaise 
de Mathématique 20 (1947), p. 279-313 (cité dans la suite sous l’abréviation Principe 
topologique). 


94 


_ 20 Z. SEMYDTOWNA 


Pour abréger on écrira dans la suite h(t,U,V), Q(t,U,V) au lieu de 


RU, V) et Q*(t,U,V). 


Je vais introduire maintenant quelques définitions dues à Wazew- 


| skis). Soit 
Qué yoy Wr) ewes 
“un système d’équations différentielles; on l’écrira aussi sous la forme 
vectorielle 
1.1) ae — pt, W) 


ou test une variable réelle, W et ® sont des vecteurs complexes ayant 


pour coordonnées (W,,...,Wn) et (ÿ1:...,@n) respectivement. 
On suppose que @ soit définie dans un ensemble ouvert Q et là seu- 
lement, qu’elle y soit continue et que, par chaque point P «2, passe 


. une seule intégrale de (1.1), prolongée par hypothèse, à droite et à gauche 


jusqu’à la frontière de 2. On désignera cette intégrale par I(t, P). Si Q 


n’est pas borne, le „point à linfini“ est considéré comme point frontière 
au sens large de 2. La classe de points, qui contient P et tous les points 


_ de I(t, P) situés à droite de P, sera dite demi-intégrale droite saturée, issue 


de P, et sera désignée par Demi} I(P). 
Soit w un sous-ensemble ouvert de 2, wC 9. Au cas où Demi}, 1(P)Cw, 


cette demi-intégrale sera dite demi-intégrale asymptotique relativement 
à w et Q. 


Soit g(t,W) une fonction définie dans 2 et telle qu’il existe 3 g(t, W(t) ], 


| où W(t) désigne une intégrale du système (1.1). La fonction Da y9(t,W), 


définie par la formule 


\ ‘; le dE : 
(1.2) Ding(t,W) = di g(t, W(t)], 


sera appelée dérivée de la fonction g(t,W) par rapport au systéme (1.1). 


Il est évident que Da.) g(t,W) est égale à la dérivée de la fonction 


| g(t,U,V) par rapport au système 


(1.3) U'=RID(t,U,V)], V'— I[(t,U,V)] 


de 2n équations différentielles de variables réelles, équivalent au sy- 


~ ` 


stème (1.1). On a donc, 


Das g(t, U,V)= Daa g(t, W). 


5) T. Wazewski, Sur les integrales d'un systeme d’équations différentielles tangentes 


aux hyperplans caracteristiques issues du point singulier, Annales de la Société Polo- 
. naise de Mathématique 21 (1948), p. 277-297 (cité dans la suite sous l’abréviation Sur 


les intégrales). 
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Si, en particulier, la fonction g(t,W) est une fonction réelle, il s’en suit 
de la relation i | | 


Daa) g(to, Wo) > 0, (Dias) 9(to, Wo) < 0), Wo =U + WV 


que 
Das) gito Uo: Vo) 0, (Dasyg(to; Uo, Vo) < 0). 


§ 2. Le théorème de Ważewski, sur lequel je m’appuie pour dé- 
montrer le Théorème 1, concerne les systèmes d'équations différentiel- 
les aux seconds membres réels). Mais, d’après les remarques du $ 1, 
il est évident que ce théorème reste vrai pour le système (1.1). 

Voici maintenant l'hypothèse qui sert de prémisse au théorème men- 
tionné ci-dessus de Wazewski. | 


Hypothèse H. (Q,) La fonction D(t,W), intervenant dans le système (1.1), 
est continue dans un ensemble ouvert 2. On suppose qu’elle ne soit pas ` 
définie en dehors de Q. 


(Q,) Par tout point P (tu, +10,,..,u,+1v,) de Q passe une seule in- 
tégrale de (1.1) (unicite ). 


(Q,) Les fonctions réelles 
ESRB OSORIO EM (05 U OC DR (ol, Fe Lt Le 
ont les dérivées partielles du premier ordre continues dans Q(t,U, V). 


(Qa) L'ensemble w, dit ensemble polyfacial régulier, et les ensembles I’, 
et M’ (y=1,...,h; d=1,...,k), dits faces de w relatives a Q, se composent — 
des points qui vérifient les relations 


ee OR er) OUT RE (ensemble œw) 
Tes 
RÉ T | e 
R OTET T E EEA 


| ace M 
(ak Seah (face M ye 


Ces ensembles peuvent être aussi considérés comme ensembles dans 
l’espace réel a (2n +1) dimensions. ( 


k 
(QD ay Ce yO" lorsgue PE TY MS g=, T 
B=1 
Danm? (P)<0 lorsque P € M? (OEM), 


) T. Wazewski, Sur les intégrales, Théorème 1 du $ 2. 
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Végalité pouvant intervenir seulement le long des intégrales du système (1.1) 
situées sur M7). 

Remarque 1. Rétracte. Soit ACB et soit P un point variable dans B. 
On dit qu’une transformation Q=T(P) effectue une rétraction de B en A 
lorsqu'elle est continue dans B, T(P)e A pour Pe B et T(P)=P pour 
P «e A. Si une telle transformation existe, A est appelé, d’après K. Bor- 
suk, un rétracte de B. 

On sait que la frontière d’une sphère fermée n’est pas son rétracte (on 
appelle sphère fermée l’ensemble des points intérieurs et frontières d’une 
sphère à plusieurs dimensions). 

Voici maintenant l'énoncé du théorème en question de T. Wazewski 
(avec la modification indiquée au renvoi’)). 

Admettons l'hypothèse H relativement au système (1.1) et posons 

h k 
S= SL'— S Me. 
==] 6==1 

Supposons qu’un ensemble E ait les propriétés suivantes: 

1? Feow+S8, 

2° ES est un rétracte de S, 

3° HS n'est pas un rétracte de E. 


Ceci posé, il existe un point P= (t, w?,...,w?) tel que P°e E—S 
(c’est-à-dire P? e Hw), Demi,,,1(P0)Cw. (Cette inclusion exprime que la 
demi-intégrale en question est asymptotique relativement à œ et Q 
(cf. $ 1)). 

De plus, si la frontière de w touche celle de © exclusivement sur le 


plan t= oo), la demi-intégrale existe dans un intervalle qui n’est pas 
borné superieurement. 


§ 3. Lemme 1, Envisageons les inégalités différentielles 
(3.1) z< olt) — y(t), w >— o,(t)w+ y(t). 
Supposons que les fonctions y(t), o;(t) (i= 1,2) aient les propriétés suivantes: 


y(t), c(t) (i=1,2) sont continues pour T<t< o, 


(3.2) y(t)=0, oi(t)>0 (i—1,2) pour latoa 
$ : v(t) | 
j oi(t)at= 00, tim 720 (é=1,2). 
toa Oit) 


’) Dans l'hypothèse H de Wazewski intervenaient les inégalités Day! (P)>0 
lorsque P e L“, et D aym” (P) < 0 lorsque P e M’. Mais il est facile de vérifier que. le 
théorème de Ważewski reste aussi valable dans les hypothèses (Q). 

°) Ceci veut dire que si P= (t’,w},...,w’), P”ew et aucune suite partielle de {P”!\ 


ne tend vers un point fini de 2, alors t+oc. Cette partie du théorème résulte du 
Théorème 3 du Principe topologique. 
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Dans ces hypotheses, on a les propriétés suivantes: 
1° Tl existe des solutions du système des inégalités différentielles (3.1) 


z=@(t), w=yi(t), 
telles que 


(3.3) g(#)>0, y(t)>0 pour T<t<oo, hm o(t) — lim y(t)=0. 


{ca l> 


2° Chaque solution z= g(t), w=y(t) du système d'équations diffé- 
rentielles. 


(3.4) 2’ =a,(t)z— 6,(t), w' = — ct) w + dot) 


(6;(t) = y(t) + t(t) o,(t) et t(t) designe une fonction quelconque, continue, 
positive et tendant vers zéro avec t— >o) satisfait aux inégalités dif- 
férentielles (3.1). 


3° En particulier les fonctions 


°° y 
(3.5) 2=9(t)= | 6,(y) exp |— | oa(u) du |dy exp | o,(v) dv, 
4 T T 
joe ip o 
(3.6) z= y(t) = | do(y)|exp | oa(u) du |dy exp (— | av) dv), 
is T T 


qui constituent une solution du système d'équations différentielles (3.4), 
vérifient aussi les inégalités (3.1). De plus, elles satisfont aux condi- 
tions (3.3). 


Démonstration. La propriété 2° est évidente. 
Passons à la démonstration de la propriété 3°. On a, en raison des 
relations (3.2) et de la définition des fonctions 6,(t) (i= 1,2), 


(3.7) 


LAURE”, VES Lop) 


too Oil) = 


Les fonctions 6,(t), c(t) (è—1,2) étant positives, il s'ensuit, pour 
les ¢ suffisamment grands, 


- 


(3.8) Òlt) < oilt) (i=1,2). 


Afin de constater que le second membre de (3.5) a un sens bien dé- 
terminé, il suffit de démontrer que 


t y 


(3.9) lim | òy) exp -S o,(u)du | dy Boe: 


1-00 y j 
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CE 


m 


Ceci multe de la DONATE ORGE de intégrale 


> 2 
‘oe ry n t- ef i y 


foes [- f etenan]ay = —exp| — fi O1 er 
i T T 


pour se (ci. (3.8) et (3. 2)). 

~" Èa formule (3.5) met en ‘évidence que la fonction z=g(t) est une 
intégrale ‘positive -de T’équation (34). Pour démontrer la dernière des 
us +7 on ou cu la nies de Tee au D i 


fas Ô,( y)exp| af Jee du | dy 
A EE 


exp |— | | | ol) w | 
5 T ý 


dont le numérateur et le dénominateur tendent vers zéro lorsque t—> co 
{cf. ff A ais A 9)). On obtient ainsi, en raison de (3.7), ! 


O(t) | 
on (t)—= lim a 
d->co pli ) 1-00 c(t) 


D’une façon analogue, on démontre que 
= i l a ie 2 À t 
Òa 
lim PA E ea alt) _ 0. 
{poo Cat) 
y(t) (cf. (3.6)) étant l'intégrale de l’équation (3.4), positive pour 7’<t<oo, 
la propriété 3° se trouve ainsi démontrée. La remarque que la propriété 1° 
est une conséquence immédiate de la propriété 3° termine la démon- 
stration du lemme. 


84. Théorème 1. Enoncé ct démonstration. En tenant com- 
pte des nôtations introduites dans le $ 1, considérons le système de 
n=p+q+r équations différentielles, écrit sous forme vectorielle, 

— L'=F(,X,Y,2)+alt,X,Y,2), 
(4.1) Y "GUNG YZ) + (tek 7) EEE X,Y,Z), 
| Z'=H(t, X,Y, Z)+ s(t, X,Y,Z), 
OÙ X = (Hy 5.00 9%p) (P29), Y = (41,..-,Yy) (0< q< nN), A= (htr) (7S 0). Soit 
W=(X,Y,Z), P=(t,W)= P(t, X, Y,Z). 
Relativement a ce système, admettons l’hypothese suivante: 


Hypothèse K. 1° Les fonctions 1,G,H, Kl, ¢,,€,€, sont continues dans 
.. l’ensemble ouvert Q défini par tes relations 


le an NT = (ensemble £2) ”). 


°) Le théorème restera vrai aussi sous l'hypothèse que l’ensemble Q soit défini 
par les inégalités: t>T, |X|?}< 9 |YV\?--4, |Z?<9/Y¥'?+-6; où », 6>0. 
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2° Par tout point P=(t°,X°, ¥Y°,Z°)«2 passe une intégrale unique 
I(t, P) du système (4.1). | a. i Soa E 
30 F(t,0,0,0)=G(t,0,0,0)=H(t,0,0,0)=0. 
Considérons le système d’équations différentielles 
X He Y 
\ : 
(4.2) Y'=G(t, X,Y,Z), 
7: =H(t,X, YZ): 


\ 


Soient I, l’ensemble des points pour lesquels | X||Y|—0, et I, Pen- 
semble des points pour lesquéls | Y||Z|=0. Posons (cf. (1.2)) | 


xX 

AT Es AG Se acs Da. 2) In F pour E Cl 
Y| 

SÂP)= St, X, Ÿ,Z)= Da In 171 pour Pe Q—-T,. 


On a evidemment 


1 
BE 


1 5 1 R(FG)— L 


=y Fake). 


(43) s(P)= 


Théorème 1. Admettons l'hypothèse K. Supposons qu’il existe une con- 
stante a > 0 et des fonctions u(t), olt), oit) (i— 1,2) continues pour T<t<co 
et ‘telles qu’on att les inégalités | | | 

K(P)|<a(t)1Z|, la(P)|<ett)\W| lorsque Pe (i=1,2,3), 
(4.4) 0<0,(t)<s8(P)—wu(t)a lorsque Pe Q—T,, 
0<0,(t)<s8,(P)—p(t)a lorsque Pe Q—T,. 


Supposons enfin que 


(4.5) f cft)dt=00, lim SO (i=1,2). 


Le système (4.1) admet alors une famille, a 2(q +r) paramètres +°) reels 
Vintégrales (X(t), Y(t), Z(t)) vérifiant les relations | 


21" © 
— =Q. 


(4.6) lim = 


{50a | À 


10) Le facteur 2 provient de ce que le système (4.1) est équivalent au ANN de 
2n equations différentielles de variables réelles (cf. § 1). : 5 ' J 
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Plus précisément 
N X iZ 
(4.7) Feo, =e [wh 


où les fonctions g(t) et y(t) sont définies par les relations (3.5) et (3.6) du 
lemme 1 dans lequel il faut poser y(t)=4 o(t). 

De plus, si le système (4.1) se réduit a un système d'équations diffé- 
rentielles linéaires, il aura au moins q + r intégrales linéairement indépendantes 
vérifiant les propriétés (4.7). 


Démonstration. Posons 
(4.8) y(t) = 4 o(t). 
On voit facilement que la fonction y(t) ainsi définie et les fonctions 


a(t) (t=1,2) satisfont aux hypotheses (3.2) du lemme 1 (cf. (4.4), (4.5)). 
Il existe donc des fonctions g(t), p(t) telles que 


(4.9) yp (t)<0,(t)p(t)— y(t), p(t) > — a(t) p(t) + y(t), 
lim g(t)= lim y(t) =0, = g(t) > 0, y(t) >90 lorsque T<t<oco, 
1-00 t> 


et l’on peut choisir un nombre t?>T de sorte que !?) 
(4.10) m(t)<min(a,1), yw(t)<min(a,1), lorsque {<{< oo, 
Posons 
(4.11) m(P)=0—t, m{P)=|Z2—y(t)|¥P, D(P)=|X|?— pt) Y}. 
Soit w Vensemble polyfacial des points P pour lesquels 
(4.12) UE On — le 2) |) a (ensemble o). 


Désignons par M, 11°, L} les ensembles étant faces de œw, définis par 
des relations 


m(P)=0, mA{P)<O0, b(P)<0 (ensemble MW), 
(4.13) m(P)=0, m(P)<0, WWP)<0 (ensemble M?), 
WP)=0, m(P)<0, m(P)<0 (ensemble Li). 


11) g(t) = o[f(t)] signifie que la fonction g(t)/f(t) reste bornée lorsque t—oo. Les 
relations (4.7) permettent d’évaluer la vitesse avec laquelle le rapport intervenant 
dans la relation (4.6) tend vers zéro. 

12) Si l’on admettait la définition de 2 sous la forme insérée dans le renvoi ?), il 
faudrait alors choisir /° de sorte que l'on ait p(t) < min (1, 7,«), w(t)< min (1,7, a) lorsque 
P=t<o. 
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L'hypothèse K admise, il est évident, d’après les définitions intro- 
duites ci-dessus, que les propriétés (Q,)-(Q,) de Vhypothése H (cf. § 2) 
subsistent relativement au système (4.1) et à l’ensemble w (4.12). 

La propriété (Q,;) subsiste aussi. Pour le démontrer, remarquons 
d’abord (cf. (4.4) et premisse 3° de l’hypothèse K) que laxe t, qu’on 
désignera par J’, est l’intégrale du système (4.1), située sur M?-D). En 
démontrant les inégalités 

Daurnu(P)<0 lorsque Pe MW, 


Day m(P)<0 lorsque Pe M?—I 
et 


Dan U(P)>0 lorsque P e L-I, 
on établira la propriété (Q;). On a évideniment 
Deaasm(P)=—1<0 sur la face MI. 
Puisque l’ensemble AM? (cf. (4.11), (4.13)) est defini par les relations 
(>t, |XP<@|¥pP, |ZP=wlVP, 


les inegalités suivantes (cf. (4.4) et (4.10)) 


el <eVIXP+|YP+|ZP<el|¥\Pl+e+y<2el¥|, 
| K EST | | = wy Y | 
y subsistent. On a done, en vertu de (4.11), (4.3), (4.10), (4.4), (4.8), (4.9), 
pour les points P e M?—T', les inégalités 
L Das m(P)=R(Z H Ze,)— py’ |VYP—ywR(Y G+ Ye,+ YK) 
<y|VYP{—syp—y}4|Z\ le! are Y ||| +y?| ¥ ||| 
<y| Y P?{—(s.—uy)p—y’ + 20 + 2yo}<y|V(—a,y—y’ + y)<0. 


Un raisonnement analogue montre que, pour les points Pe L'— TI, 
Dayl(P)>90 lorsque Pe D-T. 


Les premisses de l’hypothèse H ainsi vérifiées, on peut appliquer le 
theoreme de Wazewski (cf. § 2). Posons a cet effet 


S=D}— M1— M?, 
et soit E un ensemble défini par les relations 


(4.14) t=1, Y=Y°, Z=29, |X|<¢q(r)/¥9| (ensemble £), 
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Olin est ikerin it etnine. sont choisis arbitrairement avec la seule 
restriction que | 


(4.15) 010; 1Z0|<w(T)|r0} 
L’ensemble ES coïncide avec l’ensemble des points pour lesquels 
=, OZ AS ME Gt) 


Ar a E est donc une sphère dans l’espace réel à 2p dimensions 
(cf. $ 1), l’ensemble HS forme la frontière de cette sphère. L’ensemble 
ES n ee done pas un rétracte de LE. 

On construira maintenant une transformation Q—@(P) effectuant 


une rétraction de S en ES. Soit P=(,2X : Y,Z) un point variable de S. 
On aura pour ce point 


|Ê] =pt)| fl, mi(P)<0 (i=1,2). 


En désignant les cnrs de Q par (t*,X*, Y*,Z*), on définit 
la transformation Q=@®@(P) par les formules 


t*=r, Y*=Y Z+*— 70 X* mAh nds, 


Cette transformation effectue une retraction de S en ES, car elle 


est continue sur S; on a DP) e ES lorsque P <S et enfin D(P)—P lors- 
que P « ES. L’ensemble ES est donc un rétracte de 8. 

En vertu du théorème de Wazewski (cf. § 2), il existe un point 
P? «e H—S, c’est-à-dire P®°= (t, X+, j$ VAR tel que la Demi,,) Z(P°) soit 
RITAN relativement à w et Q. La frontière de w touchant celle 
de Q exclusivement sur le plan fase (cf. le renvoi °)), cette demi- 
intégrale existe dans un intervalle qui n’est pas borné supérieurement, 
à savoir: 

Demi.) {(Pt)ew pour txt<oo, 


En vertu de (4.11), (4.12), cette intégrale satisfait donc aux rela- 
tions (4.7) et par conséquent (cf. (4.9)) aux relations (4.6). 

Remarquons que les relations (4.14) définissent (pour 7 fixe) une 
famille d’ensembles E qui dépend de 2(q +7) paramètres réels et telle qu’à 
deux systèmes differents de ces paramètres correspondent des ensem- 
bles Æ disjoints. Choisissons arbitrairement, pour chacun de ces FÆ, une 
intégrale satisfaisant aux conditions (4.7), dont l’existence vient d’être 
démontrée, et désignons-la par J(E). La famille d’intégrales, ainsi défi- 
nie, dépend de 2(q+-r) paramètres réels, car on a supposé l’unicité des 
intégrales du système d’équations différentielles (4.1) (cf. hypothèse K). 

Supposons de plus que le système (4.1) soit un système d’équations 
différentielles linéaires. Les intégrales J(Æ), coupent le plan f=7 en un 
ensemble A qui projeté sur l’hyperplan YZ englobe l’ensemble ouvert 
et non vide des points (vecteurs) Y,,Z, satisfaisant a (4.15), qui contient 
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g+7r vectures linéairement indépendants. L'ensemble À en renferme au 

_moins q+r. Les intégrales J(/) issues des ces derniers points forment un 
système d’au moins q--r intégrales linéairement indépendantes. Le théo- 
reme est ainsi démontré. 


§ 5. Théorème 2. Considérons le système d'équations différentielles 
ilnéaires 
(5.1) = fi(t)yi+ > ou t)y; (i=1,..,n) 
j=1 
où les coefficients f;(t), g(t) sont des fonctions (en général complexes) 
d'une variable réelle {, continues pour T<t<oo. Supposons que 


n = D ee 0 O<qan, 


R) È... > Rp) > Rifo) 2-2 = E > Ee fprqti) 2... > Pip to +e) 
(5.2) f RUfp(t)—fo4a(t)}dt=c0, f| R[fora(t)— fptq4i(t)]dt=oo 
T T ; 
Jii . | Jij 
oe A TT = 0. 
NAT A ae ek ip aa aD 


Dans ces hypothèses, il existe un système de q+r intégrales liné 
airement indépendantes du système (5.1), ayant la propriété 


en, i + Eaa ++ ete 0 
t-poo hs [Yo 


Plus précisément, 


[Mri heat Yp? Yptqti? + oe + | Yptotr? re 
> = À t > eee OG. t) 
me EON +! a ARE [ ( )], Fate = es a eta [y i; 


où g(t) et y(t) sont définis par les relations (3.5) et (3.6) du lemme 1 dans 
lequel il faut poser 


= [fo (€) — fp4a(t)), galt CF ae fopap (t)] 


y(t)=4 PACE 
Démonstration. En posant par définition 


X= (Yi... Up) Y= (Yp+15 +++» Yp+q)s Z= (Yotar: Yoan) 
F=( (a ITA ae), G= (fp+1Yp+1, -3 fpta Yp+a)s | 
H= (fp+g41 Yptatires fotatr Ypta+rh K=(0,...,0), 


=H 1j Yjs -3 > 909i) ar Jp+1, j Yjs...) D yi) 
= 


jal j=l j=1 


(5.3) 


=> Jp+a+1,j Yj Do taidi) 
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on constate que le système (5.1) est un cas particulier du système (4.1) 
et qu’il satisfait à l’hypothèse K. 


Posons 
(5.4) a=1, u(t)=0, = À lou 2 
D’après l'inégalité de Schwarz, on a 
al=|/ É Sona ) Sd <| È Son PAPA P<o(t)VIXP+IYP+ Zp. 
Un calcul analogue montre que 
el <o(t) V Xe++ (22,5): 


En raison de (4.3), (5.3) et (5.2) on a les inégalités 


< Ç 
: HESA 
s(t, X,Y,Z) = i R| > > fi) — ya R| > D, Yi hui) > Rp ~ fan); 
| i=1 ‘=p 


et pareillement 
Sat, X,Y,Z) > R(fp+9 — Ito): 
Posons 


a(t) = R(f, PT; fp+1)) c(t) = (7549 TE ae 


On constate facilement (cf. (5.2) et (5.4)) que toutes les prémisses 
du Théorème 1 sont satisfaites. Il devient ainsi clair que le Théorème 2 
résulte du Théorème 1. 


Corollaire 1. Supposons que les coefficients j;(t), gy(t), intervenant 
dans (5.1), soient continus pour T’<t<co et que 


R(fr— fat) >0, | Rifa—fryr)dt= co (k=1,..,n—1), 
(5.5) T 
Ji 


ome ie LE 1 i= | se ee k=1,... n —1 e 
id [Mire aay, ( J ? t>) s ? ) 


Dans ces hypothèses, il existe, pour chaque p (0<p<n—1), un sy- 
stème de n—p intégrales linéairement indépendantes pour lequel on a 


Ba 2e + i ole(t)1, EE TOP 


5.6 : 
wad Yp? Yp+1 


où g(t), y(t) désignent les fonctions définies dans le Théorème 2 pour g=1. 
Pour les intégrales de ce système, on a done 


(5.7) ence 3, (ip +1). 


{00 |Y p+ 
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Remarque 2, Le théorème A de Perron peut être considéré comme 
cas particulier du corollaire précédent. 

En effet, désignons par (Y1,p+1-.»Yn,p+1) l'intégrale du système (5.1), 
choisie arbitrairement parmi les intégrales satisfaisant à (5.6). En faisant 
varier p (0<p<n—1), on aura (cf. (5.7)) un système de n intégrales, 
linéairement indépendantes du système (5.1) et telles que 


lim Benl Lo 
to | Yp+1,p+1| 
Cette conclusion forme la thèse du théorème A de Perron. Les hypo- 
thèses (5.5) étant une conséquence immédiate de (0.2), la remarque 2 
se trouve démontrée. 


(p=0,...,n—1,1-p +1). 


Remarque 3. L'exemple de système d’équations différentielles 


prouve que le corollaire 1 est un résultat plus général que celui du théo- 
rème À de Perron (les hypothèses (5.5) sont satisfaites sans que (0.2) 
subsiste). , 


§ 6. Théorème 3. Considérons le système d’équations différentielles 
(6.1) w= > diy(t)w; (i=1,...,n) 


où A(t) sont des fonctions continues pour T<t<oo, Ay(t)—> C= const, 
{00 


Cj =0 lorsque q<i<n, IK} <q. 
Posons n— q +7. 


Soient s1,...,8) et Sot1s-.., Sn les suites completes des racines caracté- 
ristiques des matrices . 


C1 =\|ey! (7,7=1,...,¢) Ob Co=jeqi (¢,7=9-+1,...,7) 


respectivement. 
Supposons que 


(6.2) R(s1) >... > R(8q) > R841) >> R(84), B = RSq)— Bl sq41) > 0. 


Dans ces hypotheses, le système (6.1) admet n intégrales linéaire- 
ment indépendantes, telles que 


(6.3) an (waa? + vee + Wn? _ 
i tyo lwl? H.. + lwg 


Démonstration. Soit donnée une matrice carrée C. A chaque nom- 
bre ņn>0 on peut choisir une matrice D(n) semblable à C 


(6.4) D(n)=M(n) CM (n) *) 


18) M1 désigne la matrice inverse à la matrice M. 


\ 


32 Z. SZMYDTOWNA 


de la forme | | i) 


! 
eme e o je Je) o o o fe le lle Jo 


ORO TOR. RE ete 
| 08 CLO ee ORE si 


OÙ S,,...,8, désigne la suite complète des racines RS de la 
A C et OS my. (i=1,...,n—1). 

Ceci est possible pour 7—1 en vertu d’un noe bien connu fe 
Jordan. re D Alte, | | 

Re au cas général. On peut construire facilement une matrice 
N(n)=\ni(n).: telle que n;;(7)—0 pour i +j et que N(r)D(1 PN-N )= D(n). 
La matrice ue N(n) M(1) vérifie la relation (6.4). 

Choisissons un nombre » tel que (cf. (6.2)) 


(6.5) O<n<if. 


D’après les remarques faites ci-dessus, il est clair qu’il existe des 
matrices | 
T,= tij (2,7—=1,..,0), T= ti (t,j=Q+1,...5q¢+7) 

telles que 


S1 Hı 0 0 | | ye Ng+1 0 0 i 
2 PRET |0 da ote : 
0 0 0 s, n 0 AU 
où OSAN. 
Soit 
p ! Pis (Oe 
(6.7) =|ityl = 0, Æ, | 


En appliquant au système (6.1) la transformation linéaire 


n | (£ A ory 
Yi= > ty wj O= 12) 
i = 11 
on est conduit au système 
il ( E ghee 
| Yi = SiYi + NY À Sati 48 Set) Yj =1,...,q), 
pee j—q+1 j= 
(6.8) | ok com % | As 
Yi = SiYi t Mia + D ey(t)y; (i=g+1,..,n) 
j=1 


fa 


où dy= const (i= 1,...,q, j= +1, ...,n), No = Na = 0, ey(t) >0 (5,5 = 1, 04M). 
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On appliquera le Théorème 1 au système (6.8). Posons, à cet effet 
p=), i 
Y= (Vis. Ya) Z = (Votes Yn)s 


G= (81 Yr + 91 Yos oe 9 Sq—1Yqg—1 + Na—1 Yq; Sa Ya) 
H = (Sgi Yo+1 + Na+1Yq+23 +3 $8p—-1Y a -1 + Nn—1Yns SnYn); 
‘ n n 
nS Dj Yjy oes D daj Yi), 


J=a+1 JI 


(6.9) 


n n 


=| > Ey (tb) Yj, 0005 yeu); =| > Eq41,4 Us) D Eng Yi) 
j=! j=) fe j=1 
Il est facile de vérifier qu’il existe une constante d>0 (dépendant 
des d;;) et une fonction o(t) telles que 


K\<a|Z|, le) <o(t) VYP+|ZP (6=2,3), oft) 0. 
En raison de (6.9), (6.2), (6.6) et (6.5), on a 
Í v 1 


TRA A 


On peut donc choisir une constante a>0 telle que 
o=f—2n—ad >Q. 


Il est ainsi clair que les relations (4.4) et (4.5) (cf. § 4, Théorème 1) 
sont satisfaites. Donc le système 5’ de n intégrales linéairement indé- 
pendantes du système (6.8), telles que 
vA 


lim t = () 
t>o |X | 


existe. 
Remarquons que les transformations 7, et T, sont non singulières. 
Il en résulte que 


1° la transformation T est non singulière (6.7); 
20 il existe des constantes a >0, b>0 telles que 


wgl + eH lwn Kalz,  |,|2-+... +o, @eblY. 


Il résulte de ces propriétés qu’en appliquant la transformation T1 
au système des intégrales X, on aura le système de n intégrales liné- 
airement indépendantes de (6.1), satisfaisant à (6.3). Le théorème se 
trouve ainsi établi. 


kemarque 4. Le théorème B de Perron peut être considéré comme 
cas particulier du Théorème 3. Pour le démontrer, supposons que les 
hypothèses du théorème B de Perron soient satisfaites. Il suffit de 
prouver que les hypothèses du Théorème 3 le sont aussi. En employant 
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 3 
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les notations introduites dans le Théorème 3, on a, dans le cas considéré 


par Perron, 


g=1, =la) Aye (G=2,..,n), 
| 02 C3 Con | 
C, 0 v3 C3n 
mE ie A A, alk 
| Og Oh eo, 


En vertu de la forme des matrices C, et C}, il est evident que o, est 
la racine caractéristique de ©, et o2,...,0, forment la suite complete des 
racines caractéristiques de la matrice C,. Ainsi, toutes les hypothèses 
du Théorème 3 sont verifiées, car on à, d’après (0.3), 


R( 01) > R( oz) =D we 


SUR UNE INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES ÉLÉMENTS 
COMPLEXES 


Par W. SOSNOWSKI + 


1. Soit une conique arbitraire dans un plan. Elle détermine, sur 
chaque droite du plan, une involution polaire conjugée qui lui est relative. 

Sur une sécante, l’involution est hyperbolique et les points d’inter- 
section de la droite avec la conique sont les points doubles de Vinvolution. 

Sur une tangente l’involution dégénère de facon que tout point de 
la droite devienne point de contact. 

C’était le point de départ des considérations de Staudt 1). L’auteur 
lia toute involution sur une droite avec un couple de points. Dans le 
cas d’une involution hyperbolique, c’était un couple de points doubles, 
dans le cas elliptique, par contre, il généralisa la notion de point. 

Il arriva de cette manière a identifier un couple de points complexes 
conjugués avec une involution elliptique sur une droite. Pour discerner 
les points d’un tel couple, Staudt la Vinvolution elliptique avec l’orien- 
tation d’une droite. Sa définition était la suivante: 

Un point complexe est une involution elliptique orientee sur une 
droite. Cette droite s’appelle support des points complexes ?). 


De la méme maniere prit jour la definition d’une droite complexe 
dans un plan et d’un plan dans l’espace. Cela fit ressortir dans l’espace 
les droites complexes de seconde espèce qui n’ont pas de porteur réel. 
Ce sont des droites qui réunissent les points complexes avec les supports 
réels obliques. 


2. Pour éviter les droites complexes de seconde espèce, on se bornera 
uniquement à des considérations de figures planes. Remarquons, cepen- 
dant, que la definition de Staudt, quoique’elle prenne son origine de la 
considération du len entre Ja conique et les droites, peut étre étendue 
sur une base plus générale. 

Il s’agit notamment de toutes les involutions qui ont des points 
doubles. A l’aide de cette définition, on peut faire associer des points 
doubles aux involutions qui ne les ont pas. Si l’on envisage toutes les 


1) Voir G. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage. 

?) Cf. aussi C. Juel, Vorlesungen über projektive Geometrie mit besonderer Berück- 
sichtigung der Slaudtschen Imagindrtheorie, Berlin 1934. 
3* 
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projectivités sur les droites, la définition d’un point complexe peut se 
baser sur ce que toute projectivité elliptique a des points doubles. 

On doit toutefois admettre qu’a différentes projectivités, on associe 
le même point. 

On évite cette difficulté en ne considérant que des involutions, car 
deux involutions elliptiques différentes n’ont sûrement aucun point 
double commun. 

La question subsiste si l’on ne peut pas trouver une autre classe de 
projectivités qui donnerait une base suffisante à la définition du point 
complexe. La définition, basée uniquement sur une classe d’involutions 
apparaît plus que problématique. 


La classe de projectivités choisie pour ce but doit satisfaire aux con- 
ditions suivantes: 

I. À tout point complexe correspond une et une seule projectivité 
de la classe. 

II. A toute projectivité de la classe correspond un et un seul point 
complexe. 

La classe des involutions elliptiques ne satisfait pas à cette condi- 
tion, d’où la nécessité d’une liaison artificielle de l’involution avec l’orien- 
tation d’une droite. 

III. La projectivité d’une classe est déterminée à l’aide d’un nombre 
de points aussi petit que possible. 

Les involutions sont déterminées à l’aide de quatre points (deux 
couples). 

IV. Les constructions élémentaires des points d’intersection peuvent 
se faire facilement. 

Si l’on adopte la définition de Staudt, l'intersection d’une droite 
avec la conique se fait aisément; par contre, l'intersection de deux droites 
nécessite quelques constructions assez compliquées. 


8. J'appelle involution d'ordre n toute projectivité dont la n-ieme 
itération est une identité tandis que la m-iéme ne l’est pas si m<n. 

Une involution du premier ordre est donc une identité. 

Par contre, l’involution dans le sens ordinaire est une involution du 
deuxieme ordre. Cette désignation sera maintenue dans la suite. 

Soient 7, %,,...,@, N points et soit y une involution du n-ieme ordre, ou 


Ly = P(X), L3 = P (12), ...} Ti = (Ta). 


J’appelle cycle de l’involution mo l’ensemble de points (æ,,%,...,%,) 
eycliquement ordonné. 

Le cycle d’une involution du n-ieme ordre se compose donc de n 
points différents. 


Proposition 1, Trois points arbitraires cycliquement ordonneés, situés sur 
une droite, forment un cycle dune et une seule involution du 3-ième ordre. 
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Démonstration. Désignons ces points par æ,y,z. Il existe une et 
une seule projectivité qui transforme les points 7,y,z en points y,2,x 
respectivement. J’affirme que c’est une involution du 3-ieme ordre. 

Supposons, pour le prouver, qu’un point arbitraire ¢ transforme cette 
projectivité en w,uw en v et v en w. Le rapport anharmonique de deux 
couples de points étant invariant des projectivités, on a 


(©, Y5 Z t)=(Y,%; ©, U)= (2,45 Y, Vv) = (8,Y; 2,w); 
il s’ensuit que t=w, ce qui était à démontrer. 


Proposition 2, Toute involution du 3-ième ordre wa aucun point 
double réel. 


Démonstration. Supposons que x,y,z forment un cycle de cette 
involution dont t est un point double. Il en résulte que 


(@,Y3 2,t)=(y,2; wt) = (2,2; Y,t). 


Ces rapports anharmoniques ne peuvent avoir, tous les trois, le meme 
signe et, par conséquent, être égaux; t ne peut pas etre un point double, 
ce qui était a démontrer. 


4. A chaque involution du 3-ieme ordre on peut faire correspondre 
un et un seul point complexe. On le considère comme faisant partie des 
points de la droite sur laquelle l’involution est déterminée. A différentes 
involutions on fait correspondre differents points. 

Puisque l’involution du 3-ieme ordre (en vertu de la proposition 2) 
n’a aucun point double reel, la théorie de Staudt lui fait correspondre 
un couple de points complexes, conjugués. Ces mêmes points sont con- 
sidérés comme associés à l’involution réciproque du 3-ieme ordre. L’un 
d’eux est associé a Vinvolution du 3-ieme ordre, l’autre — à l’une de 
ses involutions réciproques. Les points complexes conjugués sont con- 
sidérés comme correspondants aux involutions du 3-ième ordre. 

Tl en résulte évidemment que les conditions I et II sont satisfaites. 

Remarquons que tout point complexe est déterminé par trois points 
réels qui forment un cycle d’une involution du 3-ième ordre. 

Désignons par )xyz( le point complexe qui correspond au cycle (x,y,z). 
Ce point peut étre associé a différents cycles s’ils correspondent a la 
meme involution du 3-ieme ordre. En particulier, )xyz(=)yzx( =)zvy(. 
Le point }x2y(—)2yx(—)yxe( est conjugué, par contre, avec )xyz(. 

Un ensemble de trois points cycliquement ordonné est la plus simple 
figure rectiligne qui peut déterminer sur des droites réelles un point 
complexe dont l’ensemble est à deux dimensions. 

On voit de suite que la condition III est aussi satisfaite. 


5. De la même manière, à toute involution du 3-ième ordre dans 
un faisceau de rayons, on fait correspondre une et une seule droite com- 
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plexe. On la considère comme faisant partie des droites de ce faisceau. 
. Un point complexe est situé sur l’une des droites complexes si les in- 
volutions correspondantes se trouvent dans une position de perspective 
et dans ce cas seulement. 


Probleme 1, Faire passer une droite par deux points complexes donnés. 


Si les deux points ont un support commun réel, ce dernier est la 
droite cherchée, réel dans ce cas. 

Supposons que les supports réels de ces deux points soient deux 
droites differentes et désignons par x leur point d’intersection réel. Soient 
Jxye( et )œuv( les points complexes donnés, ¢ le point d’intersection réel 
de deux droites yu et xv. 

L’involution du 3-ieme ordre dans le faisceau de rayons de sommet t, 
dont le cycle est 


(ta, ty, tz) = (ta, tu, tv), 


est située dans une position de perspective avec les involutions (x,y,z) 


et (x,u,v); la droite complexe )tzx,ty,tz( est alors la droite cherchée. 


Problème 2. Determiner le point d’intersection de deux droites com- 
plexes données. 


On trouve la solution en appliquant le principe de dualite. 

Les constructions élementaires du premier degré ont, comme on le 
voit, des solutions tout-a-fait simples, plus simples que celles dans la 
théorie de Staudt. 


6. Considérons maintenant les points complexes situés sur une conique. 

Soit une conique S sur laquelle sont donnés trois points #,y,z. Fai- 
sons passer par æ une tangente à S coupant la droite yz en un point x. 
On détermine pareillement les points y et z. 

Les points x,y,z sont situés sur la même droite L (droite de Pascal 
d’un hexagone inscrit dans une conique xxyyz2). Les deux points com- 
plexes conjugués )xyz( et )xzy( sont les points d’intersection de la droite L 
avec la conique S. 

Supposons, pour le prouver, que les points x et z soient pris pour 
sommets de deux faisceaux de rayons se trouvant mutuellement dans 
un rapport projectif tel que les droites correspondantes se coupent aux 
points de la conique. 

Désignons cette projectivité par g. Elle transforme le faisceau de 
sommet x en un faisceau de sommet z. Considérons maintenant les 
droites æxæ,xy,æ2 que la projectivité y transforme en droites 2y,22,2% 
(fig. 1). De même œ transforme la droite complexe }xx,xy,x( en la droite 
)2y,82,zx(. Le point d’intersection de ces droites doit être un point com- 
plexe situé sur la conique S. Ce point est donc un point complexe )xye( 
de la droite L, ce qui était à prouver. 
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On voit que sur une conique, aussi bien que sur une droite, à tout 
ensemble de 3 points cycliquement ordonné correspond un point con- 


Fig. 1 


jugué de la conique et que les supports réels de ce point c’est la droite 
de Pascal d’un des hexagones dont on a parlé plus haut. 


Fig. 2 


7. Soient une conique S et une droite L qui ne la coupe pas. Déter- 
miner les points d’intersection de la droite L avec la conique S. 

On choisit sur L un point arbitraire x, et on cherche les points y et z 
du cycle correspondant. Il s'ensuit qu’il existe sur S trois. points x,y,z 
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tels que L soit une droite de Pascal de l'hexagone xxyy2z et rx — une 
tangente à S. Faisons passer par le point æ une tangente xx et une sé- 
cante arbitraire L’ coupant la conique aux points y’ et 2’. 

L'ensemble des trois points xy’z’ détermine un point complexe )æy’z’( 
dont le support réel est une droite L” passant par x. L” est en général 
différente de L. Il est évident que 

y le changement de position de la 
TEAN droite L’ fait changer en même 
i DA SN È temps la position de la droite L”’, 
4 | ___£ _ Ja relation entre ces positions étant 
projective. Les deux tangentes 
| a S du point x sont rayons doubles 
Se —-- de cette projectivité. Il faut re- 
marquer que les points y’ et 2’ 
correspondent aux points y’ et 2’ 
dans une collineation centrale. Le 
centre de cette collinéation est 
i le point æ et son axe est la 
Fig. 3 seconde tangente à © du point x, 
qui ne passe pas par aw. Le coef- 

ficient de cette collinéation est le nombre —3 (fig. 2). 

Supposons, pour le prouver, que la conique soit un cercle de rayon r 
dont le centre est à l’origine du système d’axes rectangulaire. x est un 
point impropre de l’axe des abscisses. L’ est une droite parallèle à laxe 
des abscisses, distante de lui de e< r (fig. 3). Les coordonnées des points 
sont 

(0,7), y(—Vr—e,c), eT, 0); 
et ordonnée du point y 
r(2r+e):(2e+r); 


c'est la distance de la droite L à l’axe des abscisses. 
Le rapport anharmonique des quatre droites parallèles à l’axe des 
abscisses, distantes de lui de r,—7,c et r(2r+c):(2c+7r), est 


Les En nef met | (r—c)(2e+7) POS DSP PEN 
ETOT E r2r+e) 2er+r—2Qr—er  (r+c)(2e+r) 
Oa ei 2e+r 


= OZ Gea onc ae) 


Dire) TNT) on 
Puisque la proposition est vraie dans ce cas, elle le sera pour tout 
autre conique et tout autre point extérieur «x. Cela résulte de ce que la 
conique peut toujours être rapportée projectivement au cercle de ma- 
nière que x se transforme en un point impropre et la valeur numérique 
du rapport anharmonique reste invariable. 
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8. Il en résulte une construction bien simple d’une involution du 
3-iéme ordre à laquelle on a fait associer un point complexe commun 
à la conique S et à la droite arbitraire L. 


Problème 3. Etant données une conique S et une droite extérieure L, 
trouver les points d’intersection complexes. 


Choisissons sur L un point arbitraire x, et menons par celui-ci deux 
droites M et N touchant la conique S. Considérons, sur la droite M, 


x 


Fig. 4 


deux segments xa et xb—3xa; faisons passer par a et b des droites A et B 
parallèles à N. La droite L coupe A au point c; la droite L, qui corres- 
pond à L, coupe B en un point d tel que ac—bd. Partant de là, il est 


facile de tracer la droite L et de déterminer les points ÿ et 2, où elle 
coupe la conique S. Les points y et z sont projetés sur la droite L du 
point x, où la droite N touche la conique S, et l’on a ainsi les points y et z. 
Les points complexes cherchés sont )xyz( et )æzy( (fig. 4). 

Le problème de dualité, c’est-à-dire faire passer d’un point donné 
une droite complexe tangentiellement à une conique, se résout pareil- 
lement. Ces constructions ne sont donc pas plus compliquées que celles 
dans la méthode de Staudt. 


9. La plus simple involution du 3-ieme ordre dans un faisceau de 
rayons est une rotation de 60°. Cette involution correspond, d’apres sa 
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signification, à l’involution rectangulaire de la méthode de Staudt. Soit 
un cycle arbitraire d’une involution du 3-ième ordre (x,y,2) sur une 
droite réelle. Tracons deux ares de circonférences — lieux géométriques 


. -_———=- = 
-22T en 
oe ES a PRET ye eS 
C3 


Fig. 5 


des points desquels on voit les segments zy et yz sous un angle de 60°. 
Ces arcs ont trois points communs y,u et v. Les points u et v sont les 


X 


n een er e 
~ 
= 


ee mm me 


- 
_ 
- 
- 
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Fig. 6 


sommets d’un faisceau de 
rayons dans lequel l’involu- 
tion du 3-ième ordre, pers- 
pectivement avec l’involution 
au cycle (x,y,z), est une rota- 
tion de 60°. La construction 
d’un autre cycle de cette 
involution (fig. 5) s'ensuit 
immediatement. 

Si l’on considère une 
involution du 3-ième ordre 
sur un cercle arbitraire dans 
le plan de Gauss, la plus 
simple involution sera une 
rotation de 120°. Les points 
doubles d’une telle involution 
se trouvent alors au centre du 
cercle et au point impropre. Si 
l’on désigne le cycle arbitraire 


de cette involution par (x,y,z), et si l’on fait passer des circonferences 
par le centre ¢ du cercle, les points x,y et y,z,on voit que ces circonfé- 
rences se coupent sous un angle de 60°. Puisque la projectivité sur le 


plan de Gauss est une représentation qui 


conserve les angles, la pro- 


priété dont on a parlée plus haut a lieu même si le point double ¢ n’est 
pas le centre du cercle. Si l’on prend done, sur le cercle, un point arbi- 
traire x, on trouvera y de la condition que la circonférence passant par 
t et x coupe le cercle sous un angle de 60° (fig. 6). 
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Il résulte de la construction ci-dessus que, dans le plan de Gauss, 
deux points doubles d’une involution du 3-ième ordre déterminent com- 
plètement cette involution. Une involution du 3-ième ordre est aussi 
déterminée si l’on donne un point double et le cercle (ou une droite) 
qui se représente sur lui-même. Par contre, deux couples de points, à sa- 
voir le couple primitif et le couple transformé, situés sur la même droite, 
ou sur le même cercle, déterminent généralement deux involutions du 
3-iéme ordre, parfois une seule, et dans certains cas aucune (fig. 7). 


Hour 


10. On completera maintenant les considérations précédentes par des 
calculs qui s’y. rapportent. 

Soit un axe de coordonnées. Toute projectivité elliptique ayant deux 
points doubles conjugués complexes p+iq et p—iq, peut s'exprimer 
comme suit: 

(1) St Diag at 
/ S ou 2 
où u est un paramètre arbitraire. 

La fonction réciproque est 


wer (p? +e) 


# rotin +2p) 


La deuxième iteration de la projectivite primitive s'exprime 


LQu + 2p}—(p° + g)]e—2(p° + g}(u +p) 
2(u -+ p}e—[(p? +) — e] 


Dans le cas d’une involution du 3-ième ordre, elle doit être identique 
à l’involution réciproque. Il s'ensuit que 


(3) y = 


(4) „— Pte) lut2p 
| 2(u + p) 
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Alors 
2° +2pu—p°—Q + w+ 4 pu + 4p?= 0, 
3+ 6pu+sp*—q=0, 
3 (u +p}}= F, 
(5) q 
A, + = — 
1,2 pP ac TER 
oe —PV3+¢ 
’ V3 s 


Si l’on prend le signe inférieur, on a la projectivité 
_ (a—pV3)z + V3(p? +e) 
—\3x2+(q—pY3) 


En prenant le signe supérieur, on a, en tenant compte de (6), la pro- 
jectivité reciproque 


(6) Y 


y — Gt PV3)2—V3(p? + @) 
| —\3"+(q—p V3) 


On fait correspondre le point p +iq à la projectivité (6) et point p—iq 
a la projectivité (7). 

La seconde projectivité peut être obtenue de la première en chan- 
geant q en —q. On peut donc considérer, en général, que le point p +iq 
correspond à la projectivité (6). 


(7) 


11. On va voir maintenant si les involutions d’ordre,n (n=4,5,...) 
peuvent aussi servir de point de départ pour l'introduction des points 
complexes. On peut dire d’une manière générale, qu’une classe d’involu- 
tion d'ordre n ne peut être employée dans ce but que s’il existe un et 
un seul nombre m<n tel que m et n soient premiers entre eux. Dans 
ce cas la m-ieme itération d’une involution d’ordre n est aussi une in- 
volution d’ordre n différente de la premiere. Les deux involutions ont 
exactement deux points doubles communs. Si ces derniers sont conjugués 
et complexes, on peut faire correspondre le premier point double à la 
premiere involution et le second point double — a la deuxieme. 

La proprieté en question n’ont que les nombres 3, 4, 6, et ce n’est 
qu’eux qui peuvent être pris en considération en introduisant les points 
complexes d’apres la méthode de Staudt. 

Le nombre 2, employé par Staudt, n’a pas cette propriété, et, par 
conséquent, on doit faire correspondre les deux points doubles à la même 
involution. 


12. Pour les involutions d’ordre 4, on démontre les propositions 
suivantes: 
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Proposition 3. Si les points x,y,z et t forment un cycle d’une involu- 
tion d'ordre 4, (2,2; y,t) est un rapport harmonique. 


Démonstration. Les rapports anharmoniques suivants sont égaux 
(wzyt) = (ytex) = (zæty)= (tyxz), 


ce qui ne peut avoir lieu que si les couples wz et yt sont divisés harmo- 
niquement. 


Proposition £. Si (x,2; y,t) est un rapport harmonique, il existe une 
(et une seule) involution d'ordre 4 de cycle (xyzt). 


Démonstration. On sait qu'il n'existe qu’une et une seule pro- 
jectivité qui transforme les points x,y,z en y,z,t respectivement. Si 


(xy2t)= — 1, 
et si la projectivité envisagée transforme t en u, on a 


(ytzu)=— 1, 
et, comme (ylzx)= — 1, 
Ve an 
ce qui était à démontrer. 


Proposition 5. Une involution du 4-ième ordre n’a aucun point dou- 
ble réel. 


Démonstration. Si une involution d’ordre 4, de cycle (zyzt) en 
avait un, son iteration, qui est une involution d’ordre 2, devrait lavoir 
aussi. Mais Vinvolution du deuxième ordre a comme couple de points 
correspondants xz et yt. D’après la proposition 3, ces couples forment 
une division harmonique. L’involution du 2-ieme ordre est alors elliptique 
et ne peut avoir de point double. 


Proposition 6. Une involution du 4-ième ordre est déterminée par trois 
points ordonnés, situés sur une droite, le premier se change en le deuxième, 
le deuxième en le troisième, et le troisième en un point conjugué harmoni- 
quement avec le deuxième par rapport au premier et le troisième. 


La démonstration résulte immédiatement des propositions 3 et 4. 


13. Il résulte de ces propositions qu’à toute involution du 4-ième 
ordre, on peut faire correspondre un point complexe de manière qu’aux 
points conjugués échoient les involutions réciproques. On voit encore 
que les points ordonnés x,y et z, situés sur une droite, déterminent un 
point complexe qui peut être désigné par (xyz). 

Si l’on désigne par ¢ un point conjugué harmoniquement avec y par 
rapport à æ et 2, on à 


(xyz) = (yt) = (ete) = (tay). 
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Par contre, le point 
(zyx) = (tey) =(xtz) —(yxt) 


est conjugué avec le précédent. 

De façon analogue, s’il s’agit d’involutions du 4-ieme ordre dans un 
faisceau, on peut leur faire correspondre des droites complexes de ma- 
nière qu’un point complexe soit situé sur la droite complexe si les in- 
volutions correspondantes sont liées perspectivement. 

Les problèmes des jonctions et des intersections se resolvent comme 
les problemes 1 et 2. Par contre, s’il s’agit de déterminer les points d’in- 
tersection d’une droite L avec la conique S, on prend sur L un point 
arbitraire x, et on trace sa polaire relative à © qui coupe L au point z. 
Les tangentes a S, partant des points x et z, forment un quadrilatère 
circonscrit a S. L’une de ses diagonales est L et les deux autres cou- 
pent L aux points y et t. Les points complexes cherchés sont alors (xyz) 
et (xtz). 


Fig. 8 


La démonstration est analogue à celle qui fut donnée dans la sec- 
tion 7 (fig. 8). 


14. Dans le calcul, semblable à celui de la section 10, on utilise la 
propriété que l’itération d’une involution du 4-ième ordre est une invo- 
lution d’ordre 2 à laquelle s’applique la formule 


f 9 


+ 9°) 
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d’où à cause de (3), 
p? + gq? — u? L a 
2(u +?) | 
Donc 
p+g—u—2pu—2p=0, 


LÉ +2p4 +D°= 
Hi2 = —P+4. 
A involution 
CRE Me A) 
x— (p+ q) 


Ne ’ 
on fait correspondre p+iq, ce qui revient a prendre le signe supérieur; 
a involution 
) — Pt ao—(p+ 4) 
æ—(p —Q) 
le point p— iq. 

15. Les involutions du 4-ième ordre fournissent des constructions 
pareilles à celles que l’on emploie dans les involutions du 2-ième ordre. 
Si (xyzt) est le cycle d’une involution du 4-ième ordre, celle-ci a les mê- 
mes points doubles conjugués que l’involution du 2-ieme ordre dans 
laquelle les couples de points æ,2 et y,t se correspondent. 


Fig. 9 


En ce qui concerne les involutions du 6-ième ordre, il est facile d’en 
donner la construction, dans laquelle la première itération est une invo- 
lution donnée du 3-ieme ordre, de cycle (xyz). Dans ce but, on trace un 
triangle abc tel que les prolongements des côtes ab,be et ca passent re- 
spectivement par 2,x et y (fig. 9'et aussi fig. 4). On trace ensuite un 
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triangle abe dont les côtés ab,be et ca passent respectivement par les 
points zc,wa et yb. Les droites aa, bb,cc se coupent en un point (Théo- 
rème de Desargues) et la droite en u,v et w. 

Les points æ,w,y,u,z et v forment un cycle d’une involution du 
6-ième ordre. 

Une projectivité qui transforme x ,w,y en w,y,u respectivement doit 
aussi transformer le point z, conjugué harmoniquement avec w par rap- 
port à x et y, en le point v conjugué harmoniquement avec y par rap- 
port à w et u. a 

On peut démontrer de la même manière que le point u doit être trans- 
formable en 2, et v en x, ce qui était à démontrer. 

La même configuration complète le cycle (xwyuzv) si l’on donne trois 
de ses points initiaux 7,w,y. 


16. Terminons en donnant des formules aux involutions d’ordre 5,6 
et 8 dont les points doubles sont p+iq et p— iq. 
On a: quatre involutions du 5-ième ordre 


= PEN te (pt + Ja (P+gV1+3)2—(p? +9) 
. ? J ER ? 
æ—(p+qV1—2) | 2—(p+qV1+2) 
deux involutions du 6-ieme ordre 
HP} de. ` 
(a Pala Fj +e 
' V3, E í 
` an 1 ( P ? 
pa” (2 Tja] 


quatre involutions du 8-ieme ordre 


(p+ q(1—)2)]a—(p?+ g) y — P 4U + )2)la—(p? +) 


y = , = 
æ —Îp Fg — V2) æ—[p F q(1 + V2) 


ON THE THEORY OF LOCALIZATION FOR DOUBLE 
TRIGONOMETRIC SERIES 


By R. P. GOSSELIN (Chicago) 


The purpose of this paper is to extend to double trigonometric series 
certain results in the theory of localization for single trigonometric series. 
The theory, originated by Riemann, was developed by Rajchman and 
Zygmund [1] through the use of the formal multiplication of series. 
Lepecki [3] has extended this theory for the case of double trigono- 
metric series with coefficients which go to 0O in a prescribed manner. 
We shall consider more general trigonometric series. The main technique 
to be used in the proofs involves the theory of the formal multiplication 
of double series, which will be developed as far as necessary. 

The author wishes to thank Professor A. Zygmund for suggesting 
this problem and for his guidance and encouragement. 

We shall use the exponential form of trigonometric series, 


P Amn el(nx+ny) i 


ma=—oo 


and consider series whose coefficients obey one of the order conditions 
which we now define. | 

If f and o are real numbers, “ayr—=O[(m +1}(In +1))” will mean 
that (m| +1) £((n| +1)" |amnn| is bounded for all m and n. 

By “amı = 0[((m| +1)? (\n| +1)7]” we shall mean a,,—O0[(m| +1)? (in| +1)7] 
and (m| +1) (|n| +1)-am—<0o(1) in the Pringsheim sense, i. e. for any 
positive number e, there exist positive integers m, and n, such that, for 
|m >m, and |n| >No, (m| +1) (|r| +1) laml<e. 

By “amaı=o0[((m|+1)(|n|+1)°] rapidly’? we shall mean that for any 
positive number «, there exist positive integers m, and n, such that, for 
[m| >m or \n| >No, (|m| +1) (|| +1) |an] <e. 

By “Qmn=o0[(|m)| +1)? (\n|+1)?] semi-rapidly” we shall mean that 
Amn = 0[((m| +1)? (|n| 4-1)2] and that ano=o[(\m)| +1)8] and ap,=o[(|n| +1) 
in the usual sense. 

If 6 is a non-negative number, [$] will denote the greatest integer 
less than or equal to £; <B> will denote the least integer greater than 
or equal to £. 
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Chapter I 


Preliminary Lemmas 


In most of the lemmas to follow, we shall be considering two series 


(1) : 


Amr: 
m,n= 0 
and 
co 
a 
(2) > Amn 


and the formal product of these two series 


co 


(3) Amn 


m,n= 


with coefficients defined by 


co 
Ann == > Ang Em—p, n—q3 


P,q——2 


if this sum exists. It will, for example, be enough to assume that am 


is bounded, and that (2) converges absolutely to insure the existence 
of the coefficients Amn. 


Lemma I. If @nn=0(1), and (2) converges absolutely, then the coef- 
ficients Amn of the formal product of (1) and (2) are also o(1). 


We have that 


1 — 
| | | 
| A A < D Ang) |2m—p, n—q | + D | pa | | Am—p, n—9 | « 
(PI /alm| or [gl <Y/alnl PP, > aim, [gl 2Valn) 


We denote the first sum by 2, and the second by 2,,. Let B be a bound 
for coefficients @m,, and let 


co 


> la =O" 


m,n==—oo 


it follows that 
> , SB > | apq! 


1PIKUalm| or |q|<Y/slna 


By the absolute convergence of (2), 2; becomes arbitrarily small as |m| 
and |n|+oo. For any positive number €, we can find positive integers 
m, and n, such that for |m| >m, and |n|> no, |ämn <£. Hence, for m and n 
sufficiently large, Z, is not greater than eC. Moreover, |Amn| SBO for 
all m and n. 
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We may use Lemma I to prove the following more general lemma: 


Lemma TI. If, for B>0 and 620, Amn=o[(|m| +1)? (|| +1)°], and 

> \amn\(jm|-+-1)8 (\n|+1)% converges, then Aim,=o[(|m|+1)8(\n|+1)] 

Let émn=|@mni|/(\m| +1) (jn) +1), and %mn=|Gmn\(|m) + 1) (|n|+1)°. 
Then, 


N a aa E l 
AA > | apq] | Am—p, IES 5 Enq 11m—p, n—q ( m—p | St \| n—q| yi . 


P,=—20 P,q=—09 


If m>0, then for p<0, |p+1/m—p+1<1; for 0<p<2m, 
pl+1/Im—p\+1<2m+1,; for p>2m, p\+l/m—p +1<2. Hence, in 
all cases |p|+1/|m—p|+1<2|m|-+ 2, and the same inequality holds for m 
negative. Similarly, |q|-+-1/|n—q/+1<2\n'+ 2. Hence, 


Ann] <28+4(|m| +1)? (|n|+1)2 > Epq m—p, n—Q 
P,q=—00 


and by Lemma I, ps enr TOL 


p.q=—co 


Lemma TIT. If, for B>0 and o>0, 


amn = O[(|m| + 1)~*(|n| +1), 


and 


co 


> | ran (|| +1)? ( (in) +1) 


converges, then 
Amn= 0[(|m|+1)-*(|n|+1)~?]. 


Let eqn =|Gmn\(|m| td) (n) Dé and, latine 1} (1n| + 1)e- 
Then 
(im +1)? (|m| +1) | Amn] 


q Epo !]m—p, n— 
(n| +1) TAPER PNR ban 7G. 
a Pr (pl+1}(lal+ 1)°(|m—p| +1)? ((n—g| +1) 


If im >0, then for p<0, (|m|+1/\m—p|+1)'<1; for 0<p<{[m/2], 
{im +1/m—p +1) <28; for p>[m/2], (m+1/p+1)?<2%. Similar esti- 
mates hold for m<0 and also for the terms involving q and n. Hence, 


oo 


la + 1)? (|e +199) An) S24? SS) epatimpune 


Pjqa—co 


4* 


Cr 
bo 
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Since 


co 


Da Epq "]m—p, n—q ~ o(1) 


P,q=—=—00 
by Lemma I, the lemma is proved. 


Lemma IV. If, for 0< B<1 and 0<o<1, amn= o| (m| +1) (ln) +1)-1], 
and ann —=O[(im) +1) 21(in+1)-1], then letting 


oo 
A mn = > Apa 4m—p, n—q 


p.q=0 


(we consider only non-negative m and n), we have 


A mn = o[(|m| +1) (|n| +1)-*]. 
Let 
Emn =|Gmnj(|m| +1)? (n| +1), nan =! Gmal (jm) + 1)8 (|n| +1), 


M= l u be: an dede Mu. D, Tien, 


(m+il}f(n +1) Amn 


m,n 


(on +1 (n +1), N > 


P,g—0 


€ pq 


p +1) (q +1) (m —p +14 (n—g +I)" 


If p >[m/2] and q >[n/2], (m+1/p +1) (n +1/¢ +1)? < 28°; ep, becomes 
arbitrarily small for these values of (p,q) as m and n co. Furthermore, 


m,n 


1 
È (mp FIP mg = 0) 
p,q=0 
If 0<p<[m/2] and q>[n/2], (m+1/m—p+4+1)? (n+ 1/q +1) < 28s, 
Also 
1 1 9812 
Ty Fe ort emg Oo CT o 


and N > épq/(p +1)! (n—q+ 1)! = O(1). Thus, 
p,q=0 


[m/z],n 
zh, é 
B: B (> g D | . MO ee 
(a + 1) (n +1) N 2 (p +1} (q +1) (m—p +1} (n—q +1)! 
P,9— 
O(1) 


(m + 1)8/2 = o(1). 


Similar arguments can be given if 0 <q<[n/2]. Itis clear from the above 
arguments that (m+1)?(n+1)?|Amn| is bounded for all m and n, and 
the lemma is proved. 
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Lemma. V. If, vs O<B<1 and o>0, amn=o[(lm| +1) #(In| +1)] 
and iÈ (amn (m +1)? (|n| +1) converges, then Amn=o[(|m| +1) (|n| +1)°] 


This lemma may easily be proved by à combination of arguments 
used in the proofs of Lemmas II and III. 


Remarks to Lemmas I—V. 


1. If the coefficients ann of series (1) and the coefficients of series (2) 
depend upon a parameter such that the hypotheses of the preceding 
lemmas are satisfied uniformly in that parameter, then the conclusions 
hold uniformly in that parameter. 

2. If the hypotheses on the coefficients amn are replaced by another 
type of order condition of those defined in the introduction (except for 
the semi-rapid order condition), then the coefficients A,nn will also satisfy 
this new order condition. For example, if we assume in Lemma II that 
Amn—=0{[(Mm|+1}(In +1) rapidly, then we may conclude that Amn 
=o im|+1)(in|+1)] rapidly. 


Lemma VI. If, for K a positive integer, 


Cire NA (27 | rel iso) 


OO co 
v . ” Wi . Fr 
> Wana), I= 0 Ln 1 and 2 mM! Onn = 0, j= RIRES hi 
n=—0oo m==—oo 
for all integral m and n respectively, then 
co (ee) (ee) co 
y i “KT 1 y 
s.» irn = N "pi la 
a er = hoe < D pq) 
PK Pr Ik- PRM PIP f; GK "An =, P= 
and 
co co oo co co co 
y A ' l +4 ’ ’ 
a) a | N apy _—- ~ N a” #8 S = q” Lice 
q=- Peas WK 1 = "49K P= Py Pp_y=m P=P, g—=—00 


m=0, +1, +2, ... 


It is enough to prove the first formula; the second will then follow 
from the symetry in m and n of the assumptions on a,,,,. We first show 


ca ca 
1 . 
the formula true for K=1. Let Riin= 2 am Since À, aun = 0 
p,g9=m,n m= —00 
co 
’ 
and > dmn=O0 for all integral n and m respectively, we have 
n= — 00 
co m—1,00 CO, 11—1 mi — 1,n—1 
»(1) cat 7 —¥ Y 
hi mn = > apg = — > hia = > Lng > “pa » 


p,qa=m,n p.q=—-,n P,q—=m, - © P:q=—% 
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Hence, R%.,.=O[ (| m| + 1)-2( mE Lh which implies the convergence of 


ca 
the series > RY, and y R), uniformly in n and m respectively. 


m=—co aaa 
We now apply Abel’s formula to the partial sum of the first series. 
Thus 


nt 


a Ron = > p(Roa— Ron) + MRm nt NE e une 


p=—in ' p=—m 


The last two terms of the right side are o(1) rapidly, and Dorn ie 


CO 


V7 : 3 
= 74, SO that letting m—cœ, we obtain 


q=n 
OQ co ca OQ OO 
D PI 
> Epa = » > Pap = » > PApy 
p=— œ p=—œ q=n q=n p=—% 


the last equality following from the absolute convergence of the series. 
This proves the formula for K —1. 

We now suppose the formula proved for every positive integer less 
than K. We introduce the folowing notations: let 


OO 


(+1) _ 1 5 7 
ES DURE j=l?) KI. 
p,q=m,n 


One may easily see that these expressions make sense, all the series being 


OO 
K : 
convergent. Furthermore, >) pial converges absolutely and uniformly 


p=—00 
in n. In fact, since 
m —1,00 co,n—]1 m—1l,n—]1 
D oe 0 — (1) 
5 m=- 5 M=- S m= S Rp, 
p,q=mn P,Qq——0,n p,g=m, —0co p,qg——0 


RY = O[(im +1) (in +1) °]. Proceeding in a similar manner, we 
see that R = Of(lm +1) (In +1) *71]. The formula which we are 
attempting to prove may be written in the form 


ca 1 ca co ca 
» (K) 1 sn 

PD, Reon Eu > > P aps n= 0 ISERE 
PR £2 9Kk-1 q—= qe P=- 


From the calculus of finite differences, we have the formula 


K 


AN i at ij „K Fa Fi pe 
l= Ki D (—1) AK (P—7): Ak =| DL p — arbitrary integer. 


j=0 
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One can then write 


y RË — a > pie LAP (p =)" Re 


a p=—m j=0 


—m— 1 


-A DVR SY Y Jao, 


0 p=-m j=1 p=—m—j p=m—j+1 


Since m“ Run =0(1) rapidly, the second sum of the right side which 
remains finite, is also o(1) rapidly. The first sum can be written 


= Sp à Se 1) AP Robins 


p=—m 
the inner sum being the K*™ difference of RỌ. The first difference 


is Z Ros the second is X X Re and the K* difference 
Ik-ı7” 1k— 5n akik- 


co 


co 
e. LT © 1 
is >) > -++ X ap. Letting M—0co, we obtain 
QK-1—-" 9K-2-FK_) q—g: 


> Rpr = a Dy. $ yo y apa ' 


p——00 P=—SO  Qx.1=n I-94) 


To justify the interchange of the order of summation, we note that 


K—1 
>. AD apg = D mn dos. 
GK-2—9K—1 q=q J=0 
since the left side, which we denote by Dog, 1S the (K —1)s? dif- 
ference of Rpa °. Hence, Dp, ,=O[(\p|+1)-*(\qx—1|+1)-*], and 


>) p= J Dry, converges absolutely. We may thus change the 


p=—oo Kj)" 
order of summation: 


OQ 

(K) Toy 
LH J IS pa Eau 

p=—oo URL PT ON KE IE OK I 


By sufficiently many repetitions of the above argument, the desired 
formula is obtained. 
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Chapter II 


Formal Produets 


In this chapter, we shall consider two trigonometric series 


_ œ 
(4) on TE etmx+ny) 
m,n =—00 
and 
(5) J ann emt 
m,n=—oo 


and the Cesaro summability of a given order of their formal product 
(6) D Ae. ei(mx+ny) | 


We shall consider summability only in the Pringsheim sense, 2. e. (6) 
will be said to be summable (C,f,o) at (£o,Yo) to a limit L, if letting 


co 
Smalto Yo) be the mn symmetric partial sum of A mn EXT NY) 
Jo y p 


mn=—0° 
1 M,N 
= Ea >i (6—1) 1(0—1) | 
CP) Ow) Cr ONET San (Xo, Yo) — L 
M ON 
m,n=0 


in the Pringsheim sense. Both f and o will always be taken greater than —1, 
and the various theorems will deal with summability for f in a given 
range and o in a given range. 

We shall be dealing also with conjugate series; we define the series 
conjugate to (6) to be the series 


(1) — py [signum (mn) ] Amn etry), 


m , n= — 0o 


In what follows, we shall consider “cross-shaped”° neighbourhoods 
of a point (%5,Yo), such neighbourhoods consisting by definition of all 
points (x,y) satisfying either the condition |æ—x, <e,y arbitrary, or 
the condition ,y—y,|<«,x arbitrary. More generally, let X be a point 
set of the x-axis and Y a point set of the y-axis. By X® Y, we shall 
mean the set of all (x,y) such that x e X ,y arbitrary or y e Y ,x arbitrary. 
By Xx Y, we shall mean the set of points (x,y) such that ve X, ye Y. 
For the theorems we are going to prove, the situation will in general 
be as follows. The series (4) is „bad“ by which we mean it has coefficients 
of some order; and the series (5) is „good“ in the sense that its coeffi- 
cients tend to 0 with sufficient rapidity, and its sum satisfies certain 
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conditions on a set X@ Y. The conclusion will be about the behaviour 
of the formal product (6) of (4) and (5) in the set X x Y. 


Theorem I, If, for 0<B<1 and 0<o<1, the coefficients amn of se- 
ries (4) are of{(jm|+1)—*(|\n|+1)-*], and the coefficients amn of series (5) 
are O{( m|+1)-3(|n|+1)-*], and if (5) converges to 0 for (x,y): X@OY, 
then the formal product (6) of (4) and (5) is uniformly summable (C, —B ,—c) 
to 0 for (x,y)e XX Y. 


We shall assume that the set X consists of a single point x,, and the 
set Y consists of a single point yọ; and when this special case of the 
theorem has been proved, the full theorem will follow from Remark 1 
to Lemmas I-IV of Chapter I. For convenience, let the point (x%,,%o) 
be (0,0). All the coefficients Amn of the formal product certainly exist 
in this case since the coefficients a,,, are bounded and (5) converges 


mn 
absolutely. Letting Snn— X Ah, we have 
P3qQ-——m,—n 
m,n CO co m—r, n—s 
y 
Sr = > > Ars Ap—r,q—s = > Us > Apg- 
P:Q=—mM,—n T,8=—00 r,s=—oo p.q=—m—r,—n—s 


CO 


7 . . 
Now let Rmn= 2, apg. The assumptions on amn insure us that 


P,q=m™m,n 
D mn Oy n=0, +1, +2,.. and > üm=0, m=0, +1, +2,... 
For, letting x—0 in (4), we obtain S' (5 amn) €" which is identically 


0 in y; letting y—0 in (4), we obtain 5 (5 Amna) e""* which is iden- 
tically 0 in æ. As shown in the proof of Lemma VI of Chapter I, 
Rinn = O[(|m| +1) (|n| +1)—]. Hence, 


OO 


D 
Nr — Ps Ors ( ETES —H—$ | PRES T1l,—11——8 Her n—s-] + i m—r—l1, n—s-+ 1) 


Consider the MN’ Cesaro sum of order (—f, —<a): 


M,N 
NI 1) py(—o—1) 
ay VM—m “N—n S 


(—3,—0) — 
Sin = mn 
m,n=0 
M,N y 
NBA) i—i) ) | 
+ PS U M—m GER > Ars (ee 8 Rin; n—s-+1) . 


m,n= 0 r, s =O 
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The expressions 


CO 


CO 
> Ors eee OCD, > Ars Rester n—s-+-1 


T,8——0C0 r,s=—co 


are of the order o[(/m)|+1)-*(|n|+1)-°] by Lemma III of Chapter I. 


It is enough to consider only the first sum: Dna= À Qs —m—r,—n—s- 
r,s=—0o 
We must show 
M,N 


CE = OF? o OES ON = D Dan = 0(1) 


m,n—0 
in the Pringsheim sense. Since 


M x N-e 
es 8) (=o) 5 


we may apply Lemma IV, and the theorem is proved, the uniformity 
following from Remark 1 to Lemmas I-V. 

We note that Lemma IV also shows that this double sequence is o(1) 
in the sense defined in the introduction. 


Theorem II, If, for 0<p<1 and 0<o<1, the coefficients ann of se- 
ries (4) are o[([m|+1) É(In|+1)-"] rapidly, and the coefficients amn of 
series (5) are O[ (|m +1)-3(\n| +1)—3], and if (5) converges to 0 for (x, y)eX@ Y, 
then the series (7), conjugate to (6), is uniformly summable (C,—f,—c) 
for (æ,y)e XX Y. 


Again we shall demonstrate the theorem only for a single point (2, Yo), 


which we assume for convenience to be (0,0). Let Sinn be the mnt’ 
symmetric partial sum of (7) evaluated at (0,0), and let ¢,,,—=signum (mn). 
Then, 


m,n 


X 
Des = rs Zs Epq Ap-r. q—s 
r,s =— c7 p,q=—m,n 
co mn 
— oo 
FF ptf rs) (pr, q—s pp, gq—s — 2p—r,—q—s T A pr, =e 
T,S=—00  p,qg=1 


It is enough to consider only the first term of the inner sum of the 


right side. Let Rmn = 5 äp, and again Emn =0[((m| +1) (n+ 1)=?]. 


p,q=m,n 


Hence 


mi," 


2 
> a p—r, q—s — hy, Ier nt jax Fi Ri, n—s4-1 ic koe n—s+1l" 
p.q=l1 
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Let DVY= J, ars Rı—rı—s. Then, 


ROSS 


M,N 
7. (—#—D 0. CD w— npt. 
RER OS a) DE U M—n —n D =D 


m,n—0 


Let = y Ops Rm—r+1,ı1—s. This is 0o(m—*?) by Remark 2 of Chapter I 


r.3-—— 


applied to Lemma III. Then, 


1 M,N 1 7 
(—8—1) r —: D (—8—1) n(2) 
OS) Ch” 2 Osea CN— DÑ = === og” Ps -O$ M—m Din 
=() m=0 


which is o(1) by a simple adaptation of Lemma IV to the case of one 
variable. Similarly, 


Co 


BD Go) N 
a es ar p> Che O N—n > Ars kir, n—s-+1 


m,n=—0 r, 8 =— 
is o(1), and finally 
M,N ; 
(—3—1) 101) . 
Ta Oe” >: Cm CN N—n p> Or, T nel 
m,n=0 ra= 


is o(1) as shown in the proof of Theorem I. 
In the following theorem, we take p and o to be positive and assume 
for the sake of definiteness that o>. 


Theorem ITI. If the coefficients amn of (4) are o[(Im +1) (In! +1)] 
and the coefficients amn of (5) are O[(Im +1)—22-3(\n +1)-°%-3], and if (5) 
converges, together with all derivatives with respect to x and all derivatives 
with respect to y up to order <o), to 0 for (x,y) X@Y, then (6), the formal 
product of (4) and (5), is uniformly summable (C, ß,o) to 0 for (x,y) e X X Y. 

Again we assume (0,0) « Xx Y and consider the formal product only 
at this point. From the assumptions on series (5) and its derivatives, 
we have 


5 Mlama =O, n=0,+1,+2,... 


m= 


and 


S nlak) 09 en S09 1+ 2, het ex. 


a=— 


A proof of this fact for the case Q was included in the proof of 
Theorem I. Let RẸ, = >) ap and RED 5 PEED l,a l —1. 


p,g-=m,n p,qg=m.n 
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To show these exist and have a certain order, we need only refer to the 
proof of Lemma VI and replace X in the notation of that lemma by <o). 


It is then clear that RY)? =O[(|m|+1)2*+! (\n/+1)2*2+]. Further- 
more, 


> Rp’ =0, n=0,+1,42,... and 5 Ri? =0, m=0, +1, +2, 


pPp=—<© 
so that 
PRAL —o—2+; 12+] y = 
RPT = OL(/m| +1) (|n|+1)~-*+"] where = <0)—o. 


That the coefficients Amn exist is shown by Lemma II. Let 


m,n 


Se M An Phen, 


pD,.q=>—n,—n 


CO m—r,n—s 
p 2; 
Sar =" B64 lrs pq 
r,s =— p,q =—m—rT, SS 
(1) »(1) (1) 1) 
> rs (Koper —n—3 hi m—r+i, —n—s — mr, n—s+-1 T Rin—r 1, n—s-+1) 


{—f——"— 


It is enough to consider only the first inner sum of the right side. We 


must show 
M,N CO 


a 
{8—1 (o—1 x a s 
(8) CO CH Co > C Mr Cron a Urs TT —71—S >= V\ L) 
m,n=0 r,S==—co 


in the Pringsheim sense. Our proof will show ‘that the left side of (8) 
is o(1) in the sense defined in the introduction. The method of proof 
consists of applying Abel’s formula repeatedly to the sum 


M,N 


\ (8—1) ~y(o—1) 1) 
(9) PA Ci —m Cn N—n Pl IS —n—s* 
m,n=0 
Since 
(1 ) 2) 
i LEA —n—s — = (HE, —n—s ae aal =n 


(RO m—r, —n—s-+-1 a eae 1, CT) 


we have 
M M 
(8—1 1 (6—1 (8—1 2) (6—1) n(2) 

> CD Rae 4 —n—s — A == Cì an; } re —n—s — Cu ; Rl —r-+-1, —i—s 

11=0 m—0 
M 
eel) o }—1) (2) (#—1) n(2) 
=o I gy (GI \— m CM in-4) M nr —n—s+]1 a CM BE. —n—s-}1 3 
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where Of) —COf_?_, = CY nr if OO” is defined to be 0. Now summing 


with respect to n, we find that (9) is equal to 


M, M 
(B—2) « pte (2) (o—1) Ç -7(8—2) pl?) 
> C Mm C Nr —N—$ C N > C M—m nor, —s+1 
(10) m, ear r nr 


sf Soe Re gE—D oye) pe) 


Ue RES T Om —r+1,—s+1> 


n=0 


The last term of the right side of (10) can be immediately neglected 
since oS COR = ol): and the convergence of the series 


Doe, Bo eae aig is insured by the order condition on R®.. To show 


that the second and third terms of (10) are also aor (we consider 


only the second), we apply Abel’s formula to x OER Ye =... 


m—0 


Ne. 


(6—3) p (B—2 3 
5 CU ape Rea” —8+1 Gi RDS. —s+1 


= 


M 
(B—is) (8) (p—? 
a D} CL tm —r,—s+2 » + CM P E er —st2- 


m=0 


The second and fourth terms are immediately negligible, and the first 
and third being of the same form, we consider only the first. By repeated 


M 

applications of the preceding arguments, we find à, RE eT 
m=0 

equal to 

(11) SCHR Ro saith — §=3)4).-,8>+1, 


m=0 


where f is the sum of terms which can be neglected immediately or are 
similar in form to the first term of (11). If A is an integer, for j= in (11), 
the first term becomes 


M 


E. RO — RE+D RED REED 


a RETI 1) 
b—m—r, —s+1 —M—r, —s s+1 7 —T- -+1, — xs — | _—r+-1, —s+2» 


oa 
the second and fourth terms being negligible. Since 


> Ors (Ree S RET SERE) = O( M”) 


T,5—=—20 
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by Lemma II, substitution of this term into (8) gives (Cy VC OY) O( ME) 
which is o(1). If f is not an integer, let 5 <B>—B, and the first 


term of (11) becomes, for j—<B>+1, Lo) RS. Now 


m=0 


00 
D ans RESZT? s1 =0(m?) by Lemma II, and 
Pr, gx==—-Co 
O = ELi 8 
og D, Cm O(n) 
“M UN m=0 


is clearly o(1) by the absolute convergence of the series % Er? 


m=0 
Hence, all but the first term of (10) have been shown to be o(1), and 
since this is of the same form as (9), we may apply Abel’s formula again 
to obtain that this first term is equal to 


M,N M 
NY A(B—3) Le (3) (0—2) 1 AK—3) pi) 
pa Om ON. Pr —HD—S CN > Cu me.. ‘—m—r,—s-+1 
( 1 2) m,n=0 Fe m= = 


(8—2) (a—3) 7 (3) (8—2) -yla—2) (8) 
=< Cu > Cn—n KR 42, —n—s sr Cw On KR 1, —s+17 


n= 


where the last three terms can be treated as were analogous terms of (10). 
A further reduction of the first term of (12) leads to an expression of 
the form (12) so that it is enough to consider 


M, 
(13) D OCR AR sp ns j — positive integer. 
m,n—0 
If f is an integer and o= f, letting 7=—f/ in (13) gives 
3 3 


M,N 
(8) (8-+-1) (8+1) (8+1) (B+1) 
> D mr, —n—s — = RL Mr, —N—s —— RIRI -N = her, —s+l = RE. —s+1 


m,n=0 


and 
CO 
(84-1 3 3 270 
> Ars (kL yg —S — Ji alae, —N—s a Ses —s+1 Be i, —s+1) = o[ M N ] 
fr ,s=—Co 


by Lemma II and the fact that 6 and o are positive. The theorem is 
proved for this case. 

If B and o are integers, but o >, the reduction of (13) leads to terms 
of the form 


1 1 (a41 
van Ne RS NES Ra —s-+1 aa RD: —s+1: 


These terms may be treated exactly like the corresponding terms of the 
previous case for which o= fp. 


THEORY OF LOCALIZATION FOR DOUBLE TRIGONOMETRICAL SERIES 63 


If 6 is an integer, but o is not, and n= <o)—0o, letting }= B in (13) 
gives 


M,N N M 
r{0—8) p(8) (o—3) (3) 
D U N—n mae a = » Cr >> e PRE —n—s 
m,n=0 n=0 m=0 
N 
* at (4-1) (8+1) (8+1) (8+-1) 
=e C (R ¥ sf FE his — Roy, —n—s+1 7 fi 1 —r+1,—n—s + R° 71, =ne) 


which can further be reduced to terms of the form 


< 

D (< 02 Ld 

> On tis al APE 
A 


Since 


ZE Gre RSR 0[ Mn +1) 


T, 8—00 


by Lemma II, 


N N 
] = ya 1 —i— 
cas D O [Min +1) = D O ofl + 1)°] 
UM UN n=0 I n=0 
æ 1 ¥ OF, PO[(n +1) rs CE 'o[(n + 1)] 
n—0 ae 


for arbitrarily large N and some sufficiently large but fixed N,. The 
first term on the right is clearly o(1), and the second is arbitrarily small 


by the absolute convergence of the series X CT. 
n=0 


If B is not an integer, but o is, and if £= <f>—8, the reduction of (13) 
leads to terms of the type 


— D 1 1 1 
5 Ch (Se ur. EE +1, —N—8 —_ RER —s+ SE SRE RE _ 
zeA 
Since 


Des RSS eo] Gn fay N 


r, 8 = 


and 


HS yo x Ca ol ( m aa a j? N°] = o(1 ) 


as shown above, the other terms being treated similarly, the theorem 
is proved for this case. 


64 R. P. GOSSELIN 


If both B and o are not integers, (13) may be reduced to terms of 
the type 


M,N 


Dy Cen, CR ren: 
m,n=0 
By Lemma II, 
D Gre RTs = Ol(m + 1) (n+ 1)7 
r,s==——< 
80 that 
r M,N 
co o9 D Cm Oth of(m +1) (n+ 1)7] 
MON mn n=0 
My,No My, N ~ 
(os) (—n—1) r 8 ' a 
sar, iP ea + > os S los Ohn Of(m +1)°(n +1)7] 


m,n=0 m,n=0.N,7-1 m ioe 0 m, EN 


for sufficiently large but fixed M, and N,. The first three sums on the 
right are clearly o(1), and the last is arbitrarily small by the absolute 


convergence of the series >’ C4* VO", The theorem is then proved 


m,n—=0 
for all cases. 
We now state the corresponding theorem for conjugate series, its 
proof being similar to the proof of Theorem II. 


Theorem IV. If, for B and o positive, the coefficients Amn of series (4) 
are o[(mi+1}(inl+1)] rapidly, and the coefficients amn of (5) are 
O[(|m| +1) (in +1) 208], and if (5) converges, together with all deriv- 
atives with respect to x and all derivatives with respect to y up to order <a), 
to 0 for (x,y) X@Y, then the series (7), conjugate to the formal product 
of (4) and (5), is uniformly summable (C,B,5) for (x,y) e XX Y. 


In the following theorem, we consider the case in which the two in- 
dices of summation are in different ranges. For definiteness, we assume 
—l<—B<0 and © > 0. 


Theorem V. If the coefficients Amn of (4) are o[(Im +1) #(in| +1) 
and the coefficients amn of (5) are O[(im) +1) 2 (n| +1) 291, and if (5) 
converges, together with all its derivatives with respect to x and all its deri- 
vatives with respect to y up to order <a>, to 0 for (æ,y)e XO Y, then the 
formal product (6) of (4) and (5) is uniformly summable (C,—B,0) to 0 
for (xz,y)e X xY. 

In case o—0, we need only assume that the coefficients of (5) are 
Olim] +1)-3(|n| +1)—]. 

The proof of this theorem, which involves an application of Lemma V, 
is similar to the proofs of Theorems I and III and need not be given. 
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We now state without proof the theorem for the conjugate series 
corresponding to Theorem V. 


Theorem VI. If the coefficients amn of (4) are (im +1) (\n|+1)7] 
rapidly and the coefficients amn of (5) are O[(Im! +1)-?-*-3(|n| +1) 21, 
and if (5) converges, together with all its derivatives with respect to x and 
all its derivatives with respect to y up to order <o), to 0 for (x,y)e XOY, 
then the series (7), conjugate to the formal product of (4) and (5), ts uni- 
formly summable (C,—B,6) for (x,y)e XxX Y. 

In case c=0, we need only assume that the coefficients amn of (5) are 

O[(|m| +1) (ln aot aa) 


Chapter III 


On the Derivatives of the Formal Product 


In this chapter, we shall deal with the Cesaro summability of the 


` formal product of (4) and (5) differentiated formally a certain number 
of times with respect to æ and y. 


Theorem I. Suppose that K and L are non-negative integers, B and o 
are non-negative numbers such that 0<B—K <1 and 0Lo—L<1. If the 
coefficients Ann of (4) are o[(|m|+1)—*(|n|+1)—*] and the coefficients ann 
of (5) are O[('m|+1)-4-3(\n| +1)-4-], and if (5) is the Fourier series of 
a function À(x,y) which is constant for (x,y)eX@Y, while its derivatives 


IH)(ax., 2 Mr yaw, 
ae 1— 0) lee =O. er rires Eu) 


are 0 for (æ,y)e XQ Y, then 


OO oa 


14 > mE n? HA ef(mx--ny) — x mx ml Ann el(mx-+ny) 
Le sY 


m, n=— 20 m,n——coa 


is uniformly summable (C, kK —B,L—0o) to 0 for (x,y)e X xY. 
If, in addition to the above hypotheses, amn =o{(im| + 1) ({n|+1)-7] 
rapidly, then the difference 


7 m,n=—co 
(15) | 
an A(x ? y) D signum (mn) mEn’ Mn eltnx+ny) 


m, N——00 


is uniformly summable (C, K—B,L—0o) for (w,y)e XX Y. 
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We assume that (0,0)e Xx Y and prove the theorem only for this 
point. The uniformity will follow from the uniformity conditions of the 
theorems used in the proof. Consider the formal product 


co 


> Ain e m+ ny) 


m,n=—co 


of series (4) and the series 


(16) D One ty Rene mi+in|>0; Qin = aw — À(O , 0). 
Then, Ajnn=Amn—A(0,0)Gmn, and (14) evaluated at (0,0) is the same 
as >, mEn! Aun. Moreover, (16) is the Fourier series of a function 


m,n=—oo 


A(v,y) which is 0, together with its derivatives 


AIA (@,y) 


Ixi dyi , OL ARGUS 10 NEPAL 1+7>0 


for (x,y) « Xo® Y, where X, consists of the single point æ—0, and Y, 
consists of the single point y—0. We must then show that this differen- 
tiated formal product 


ES r 
> ment An 


m,n=—oo 


is sammable (C, A—f/,L—c) to 0. By the binomial expansion, 


- Y r 
mk NE A na = > mnt a 
En 
p,q =— 20 


ai L 5 (A aie |p ka! (m— p) —* (n—q) Ang de PTT 


p,g—— k,l=0 


LU 
pq Am—p, n—q 


and we consider the general term of the right side, 2. e. 


AI | y p*g'(m — p)k— (n—q) dng am—p, nq: 


p,g=—0° 


This is, except for a constant factor, simply the mn coefficient of the 
formal product of the series 


fore) 
b) m* nl Oise ei IX +-n1}) 


M, N=—00 
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and 
oo 
(17) =, MER NL! d'nn EX + NY), 
m, N——oa 


Letting MN amn—= Cmn, We have Cnn=0[(M +1) (n| +1}£s], and 
letting = m*—"§nl—lann=Ymny We have ymn—O[(Im +1} 3(n| +1) #3]. 
Moreover, (17) is the Fourier series of the function 


JEHA (ay) 
Jak—k dyt— Te 


which is 0 for (x,y) « X,@ Yo. Hence, these two series satisfy the hypo- 
theses of Theorem I of Chapter IT if 0<f—K<1 and 0<o—L<1. If 
p—K=0 or o—L=0, the hypotheses of Theorem V of Chapter II 
are satishied. In either case, their formal product, 


ca 
f 
> ME NE An) 


m,n=—oo 


is summable (C, kK —f,L—c) to 0 at (0,0). 
To prove the second part of the theorem, we note that (15) evaluated 
at (0,0) is the same as 


CO 
— > signum (mn) Amn. 


m,n——co 


Since this is the conjugate of the formal product of 


CO 
ay mn! inn eitux+ny) 


m,1——CC 


and (17) evaluated at (0,0), it is summable (C,K—B,L—0o) by Theo- 
rem II or Theorem VI of Chapter II, according to whether B—Z and o—L 
are both positive or not. 


Theorem IT. Suppose that K and L are non-negative integers, B and o 
are real numbers such that K+6>0 and L+o>0. (For definiteness, we 
assume L+0>K + B). If the coefficients amn of (4) are o[(im|+1}f(in|+1)] 
and the coefficients amn of (5) are O[(|m|+1)—-2U+9—-A-3 (|n| +1)-%E+—-1—-3), 
and if (5) is the Fourier series of a function À(x,y) which is constant for 
(æy) XY, while its derivatives 


J! +N a yy) 
xt ay! 


; 1=0,1,..., K +L+é<o}; 7=0,1,..., 20+ (o>; 1+7>0 


5 * 
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are 0 for (æ,y)e XY, then 


a A 1 
eo mE n” A eltnx+ny) ee A( 2, y) Dy mn n? Ain m ef(inx-ny) 
m,u=—oo m,n=—oo 


is uniformly summable (C, K +B,L+0o) to 0 for (x,y) À X Y. 
If, in addition to the above hypotheses, Qnn=ol(/m|+1)8 (in) +1)7] 
rapidly, then 


<. ; s 
— X signum (mn) mn! Amn e") 
m,n=—0oo 


AA 


+ A(&, y) pS signum (mn) MENE Amy erry 


/ 


is uniformly summable (C, K +B,L+0o) for (x,y)e À XY. 


Following the procedure and notation of Theorem I of this chapter, 
we note that (17) is the Fourier series of d*%—*t!—') (x, y)/dxk—*dy!—', 
which, together with its derivatives with respect to x and derivatives 
with respect to y up to order L— <o> is 0 for (æ,y)e X,GH Yo. Further- 
more, 

Cmn = O[(|m| +1) (În|+1)7e] 
and 
Yuna = OT | m| T 1 ee (In | FF Dane 


Hence, the two series under consideration satisfy the hypotheses of 
Theorem III of Chapter II if A-+f>0 and. L+o>0. I K+8=0 or 
L+o—=0, the hypotheses of Theorem V of Chapter II are satisfied. In 
either case, their formal product is summable (C, K + 6,£+0) to 0 at (0,0). 

The second part of the theorem follows from a similar application 
of Theorems IV and VI of Chapter II. 


Theorem III. Suppose that K and L are non-negative integers, P 
and o are real numbers such that 0<P—K<1 and L+0o>0. If the coeffi- 
cients Amn of (4) are o[(m| +1) É(In|+1)7, and the coefficients ann of (5) are 
O[(|m | + 1) Er (|n| +1)-24+09—-1—87], and if (5) is the Fourier series 
of a function A(x,y) which is constant for (x,y) XD Y while its derivatives 


DA, y) 


Oa! dyi ) CU PE PEER EE cee EU 


are 0 for (xæ,y)e X@Y, then 


Co co 
> mE nE ee ei(mx+ ny) ae A(x ; y) B mi nl Ann el(inxs-ny) 
m,n=—co m, n= 


is uniformly summable (C, K—6, L +o) to 0 for (x,y) e X xY. 
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If, in addition to the above hypotheses, @nn=ol(|m!+1)-*(\n|+1)7] 
rapidly, then 


— x signum (mn) mE nt Amn emery) 


Gli { ee 


+ À(x,y) > signum (mn) MEN! Amn e*t) 


m,n=—oco 


is uniformly summable (C,K —B,L+0) for (x,y)e XX Y. 


For the proof of this theorem, we need only refer to and apply Theo- 
rems V and VI of Chapter II as analogous theorems were applied to the 
proofs of the two preceding theorems. For the sake of brevity, we omit 
the details. 


Chapter IV 


The Theory of Localization 


Using the theorems of the last chapter, we may now prove theorems 
concerning the theory of localization for double trigonometric series. 
We consider first the case in which series (4) is “incomplete” by which 
is meant that all the coefficients an,, for m =Q or n=O, are 0. Then, 
if (4) is integrated formally sufficiently many times with respect to x 
and y, the resulting series converges absolutely and is the Fourier series 
of its sum. Thus, if ama = 0[(|m| +18 (|n| +1)°], where 6 >—1 and o>—1 
and À and L are non-negative integers such that K—f>1 and L—o >I, 
then 


1 KL -x ea ae 
is the Fourier series of its sum, which we denote by F(x,y). 
We now suppose that the set X consists of the interval a<a<h, 
the set X’ of the interval a <æ <b’ where —x<a<a’<b'<b<a, the 
set Y of the interval c<y <d, and the set Y’ of the interval <y <d 
where —r<ce<c'<d'<=d<n. To obtain a periodic function À(x,y) which 
equals 1 on the set X’@ Y’ and O0 outside the set YQ Y mod 2x, and 
which has arbitrarily many continuous derivatives, we may consider the 
function —A(x) u(y) + A(x) + u(y), where 
2822 0 NEA KE 


Aa mod 22; uly) 


— mod 2 
0, æ outside X 0, y outside Y x 


and where /(x) and u(y) have sufficiently many continuous derivatives. 
The construction of (x) and u(y) offers no difficulty (see [1], p. 87). 
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This function, À(x,y), is called a localizing function, and its use in our 
theory is fundamental as will be seen in the theorems of this chapter. 
As a matter of notation, we let Dy(x) be the Dirichlet kernel of or- 


der M and d*/du™(Dy(c—u)=DY(a—u); Dy(x) the conjugate Dirichlet 
kernel and d*/du*™ (Dy(a—u)=DY (a—w). 

We now state the theorem of localization for incomplete trigono- 
metric series, which in the case f—0o—0 is due to Lepecki [3]. 


Theorem I. Let À(x,y) be a function periodic in x and y of pe- 
riod 2x and continuous with its derivatives of sufficiently high order, 
diHJA(x,y)/Ox'oyi. Suppose that 


sal 0, (x,y) outside X ® Y 


= mod 2: 
| 1, (x,y)e X' QY’ Š 


A(x,y) 


Then, for (x,y) e X' x Y’, the difference 


M,N 
Y Ai ei(mx-+ny) 
>r 
m,n=—M,—N 
(19) 
(14 


f à À A(u,v) F(u,v) DY (a@—u) DY (y —v) du dv 


—N —IJE 


nr? 


is uniformly summable (C,B,0o) in the sense of Pringsheim to 0. 
If, in addition to the above hypotheses, ann —=0[(Imi+1}(In +1) 
rapidly, and à(x,y) F(x,y) is the function conjugate to A(v,y)F (x,y), then 


M,N 
“in À | 
se > signum (MN) Amn (MX TN) 
m,n=—M,—N 
(20) pean 
—1)K+1 A = 
paa f J 00,0) Eio) DY @—w) DY (y vue 
IU 
—T —H 


is uniformly summable (C,B,0o) for (x,y) eX’ x Y’. 
Let Cnn= Amnn/(tm)* (an). Then, 


00 
F(a, y) = > Cmn elGux+n), 


m,n——cc 


and Cmn =o[(/m| +1)@—* (jn|4+1)%—-4]. Let 


OG 
E a elUnx+ny) 


m,n—=—CO 
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be the formal product of (5), by which we denote the Fourier series of 
A(æ,y), and 


OO 
>» Cmn eiUnx+ny), 


m, n=O 


then, being absolutely convergent, it is the Fourier series of its sum 
F(æ,y)A(x,y). 

We consider first the case in which —1 <f <0 and —1<o <0. If A(x,y) 
is chosen so that its derivatives 


de Au U 

Ox! eyi 
are 0 for (v,ye X’'@ Y’, then (5) and the Fourier series of f(x,y) obey 
the hypotheses of Theorem I of Chapter III. This is easily seen by iden- 


tifying the £ and o of this theorem with the K —f and L—c of that theo- 
rem. Thus, 


i EA S E A ETT ani 0 


OO SE 
; / ; IG l 
(20) e O A mn OVEREN — À(%,y) > min Oae u 
LL m,n==—oo 


is uniformly summable (C, f,c) to 0 for (x,y) e X’ x Y’. But for (v7, y)e X’ x Y’ 


A(x,y) =1. Furthermore, mEn” ¢ny=Qinn/t*t4, and the MN’ partial 
sum of 


> mE nE A mp Clix ey) 
mim 


is (1/2)#+£ times the M N* partial sum of the Fourier series of F(x,y)A(x,y) 
differentiated Æ times with respect to x and L times with respect to y, îi. e. 


dela ala I iy) v)A(u,v) DM u) DV v) du de) 

(JEH n? dx dy! | ’ ) (x — ) JE j 
Taking the derivative sign inside the integral and noting that 
a“ Dylx—u)jax"=(—1)  DY(x—u_u), we have by (20) 


M,N 


- x )=- HL 
x Amn ex tay) — LE (u,0)F(u,v) Dy? (x—u) DE (y —v) du dv 
in, n=—M,—N HN i 


is uniformly summable (C,f,c) to 0 for (x,y)e X'x Y’. 

For the proof of the theorem for the cases when f>0 and co >0, or 
when 6>0 and —1<o<0, or when —1<f<0 and o>0, Theorems II 
and III of Chapter III are applied in a manner similar to the above. 

To prove the second part of the theorem, we note that 


> signum (mn) Amn emt) 


ma=—— 
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is the Fourier series of its sum F{x,y)A(x,y) since this series also con- 
verges absolutely. In the first case considered above, we have by Theo- 
rem I of Chapter III that 


OO 
> signum (mn) mE nk A mn elem +n) 
m——oo 
CO 


+A(x,y) > signum (mn) m¥ n! Cnn eïtrx+ny) 


In, =—0C0 


is uniformly summable (C,f,o) for (æ,y)e X'X Y'. The second term is 


OO 


(1/i)kte D; signum (mn)an,e™+™, and the MN’ partial sum of the 


m,n=—oo 


Fourier series of F(x,y)A(x,y) differentiated K times with respect to x 
and L times with respect to y is 


1 dirt De te = : 7) 
m2 rase ) | (u,0)A{u,v) Dy(x —u) Dy(y —v) du vj 


71 —1 


so that 
M,N 
y 2 ; | 
> SINUM (MN) Amn CEE RU) 
22271 
m,n=—M,—N 


K+L 
= f fa u,v)F(u v) DY'(a—u) DY (y —v)du dv 


—H —T 


is uniformly summable (C,B,0) for (æ,y) e X’ x Y’. 

By similar applications of Theorems II and III of Chapter III, the 
theorem may be proved for the other two cases. 

The last theorem contains the theory of localization for incomplete 
double trigonometric series. For, if 


(21) aA Ban EUX ny) 


m,n=—oo 


is another incomplete trigonometric series such that 
Am, n = O[(|m| +1) (n| +1) 


and F(x,y) corresponds to (21) as F(æ,y) corresponds to (4), and if F(x,y) 
=F'(x,y) for (x,y) e X@Y, then Theorem I shows that (4) and (21) are 
uniformly equisummable (C,f,c) for (æ,y)e X’X Y', by which is meant 
that the difference of the two series is uniformly summable (C,B,0) to 0 
for (x,y) « X'x Y’. With the above hypotheses, the series conjugate to (4) 
and (21) are uniformly equisummable in the wider sense for (x,y) € X' x Y’, 
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by which is meant that the difference of the two conjugate series is uni- 
formly summable (C,f,6). 

If (4) and (21) are not incomplete, in order to prove a localization 
theorem for these series, we assume à semi-rapid order condition on the 
coefficients of the two series, i. €. Amn aNd An, are o[(Im|+1}$(In| +1) 
semi-rapidly. The formally integrated series are now no longer trigono- 
metric series, but F(x,y) may be written 


K nL K 
tee a >> SE einy 
AIDS K! ee! (in) 
(22) 11=— O0 ” | 
L at ger 
wy- N Amo eimx D > : Amn _ pi(mx-+ny) 

L! (im) a! (im)“ (in)! 

m=—co m,n=—oo 


where >” indicates certain terms are omitted from the sum: e. g. in the 
first sum, the term for n—0 is omitted; in the second sum, the term 
for m=0 is omitted; and for the third sum, the terms for m=0 and n=0 
are omitted. It will be convenient to assume that K—f >2 and L—o>2. 
We now state the theorem of localization for double trigonometric series, 
which for the case B=c=0 is due to Lepecki [3]. 


Theorem TI. If, for (x,y) XOY, F(x, ,y)=F' (x,y), then in every 
rectangle X’x Y”, concentric with and interior to the rectangle X x Y, the 
series (4) and (21) are uniformly equisummable (C,B,co) in the sense of 
Pringsheim. 

If, in addition to the above hypotheses, the coefficients of series (4) and (21) 
are o[((m| +1) (in| +1)] rapidly, then the series conjugate to (4) and (21) 
are uniformly equisummable (C,B,0) in the wider sense for (x,y) « X’ x Y”. 

We split up series (4) into four parts: 


CO OO CO 
LA 
> ii > V tri à Ÿ 7 
Ann elm r+ ny) —— Qind efx ao Ano eini — ayy 


m,n=—co c'e = 00 


where ò” denotes as usual that certain terms have been omitted. We de- 
note the partial sums of the first, second, and third series by éjn(x,y), 
gu(x), and hy(y) respectively, and the partial sums of (4) by syn(æ,y). 
Then, Syn(t,y)= eun(@,Y) + gu(X) + hw(y)—Aov. Let 


} 4 =: Ne Ginn im: N 
E(x,y) EO 2, (im)! ( inj ellinx-+-ny > 


m, n=O 


=) K ay PT à 
Gar) = S'en NE H= D rem 4 Rd 
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Then, 


yL xE Goo VE YË 
F(w,y)=H(2,y) + 5, (a) + D HU) 


Now let À(x,y)— —A(x) u(y) + A(x) + u(y) where A(x) and u(y) have suf- 
ficiently many continuous derivatives, and such that 


eee 


seh PM oe | 
| 0,x outside X | 


HAE MOSS SAU | 0,2 yy outside Y | 


mod 27. 


We introduce the following notations: 


DE 
= DF fa Alu G(u ) D(x x—wW) du = gult) + culs), 


(23) 

NE 

= f ulv) H(v) D (y —v) dv = hy) + nly), 

=i f di A(u u) DY (x —4u)du=1 + o0m(e), 
(24) ay 

= hy’ pl 

> 5 he ulo) D (y —v)dv=1 + on(y), 

ae = * De m—u)du =1 + u(x), 
(25) a 

1 )L 

2 À Diy —o)dv=1+ tyly). 


—1 


The expressions in (23) are simply the Riemann formulas for certain 
single series. Since amo =o[m*] and a, — o[n°], ey(æ) is uniformly sum- 
mable (0,6) to O for ve X’, and yx(y) is uniformly summable (C,<c) to 0 
for ye Y’ (see [1], p. 101). The expressions in (24) are the Riemann for- 
mulae in one variable for the series consisting only of the term 1. Hence, 
om(@) and oy(y) are uniformly summable (C,f) and (C,0) respectively 
to 0 for (æ,y)e X’ x Y’. 


Let G(u) = ay u*/K 1+ Qu) where G(u) is periodic. Then, 


Oo TT 


ef Au) DY? (a—u) du= 2 TE j c™ DP(a—u) au) 


m==—oo —T 
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by the uniform convergence of the series. This equals, after integration 
by parts, (—1)* (gy(2) —aw). Hence, 


= f G(u) DP lae —u) du — Da (gu(2) + Avo Ey(2)), 
(26) z 
- l H(v) DP (y —v) dv= (—1)" (hy (y) + aw tw(Y))- 


—71 


Now we analyze the difference 


Ayy(v,y)= Cre co leu da ee ffm uv) Auw) DY (a 2 —u) DY (y —v) du dv. 


We can write this as 


—1)4#+ 
Ault, y) = eunte, y) — ZE f f Elu, 0) A(u,0) DÉ(x—u) DP (y —v) du do 
AN EL 
+ guls) ef fx (u,v)0" G{u DIP (x —u) DY(y —v) dudv 
=) (L) 
+ An(y)— aK ET fa u,v)u®H Pa —u) D (y —v) du do 
DS W) 
2 E EKT a (u,v) ao —u) IK (y —v) du dv. 


Designate these differences by AGr(x,y), Anla, y), Ava, y), Ale, y). 


According to Theorem I of this chapter, Aÿv(æ,y) is uniformly sum- 
mable (C,8,c) to 0 for (x,y)eX'x Y’. Writing À(æ,y) in terms of A(z) 
and u(y), we obtain from (23), (24), (25), and (26) 


Ant, y)= —gu(x) tr(Y) —Em (©) tw(Y) —Aooé u(#) — ook u(x) only) + em (%) only) 


where ey(æ)on(y) is uniformly summable (C,8,c) to 0 for (x,y) «X’ x Y’ 
since the first factor is uniformly summable (0,86) to 0 for we X’ and 
the second factor is uniformly summable (C ,6) to 0 for y e Y’. Furthermore, 


Avtn( LY) = —hy(y) Ent) —nwly) Ent) — oot w(y)— tn (y) ou (L) + Hn(y) omt) 


where ny(y)ou(x) is uniformly summable (C,f,c) to 0 for (æ,y)e X' x Y”. 
Finally 


AN(S, Y) = GoolEne(@) + tw(Y) + Oa(@) tw (Y) + Enr) ow(Y) — ont) ow(y)] 
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where oy(%)on(y) is uniformly summable (C,6,0) to 0 for (æ,y)e X' x Y’. 
By combining the above, we obtain 


(27) Anw(@,y)=—tw(y) (gar(@) + eue) — éu (æ) (Any) + nw(y)) + Daw (@,Y) 


where Dyxy(æ,y) is uniformly summable (C,f,c) to 0 for (x,y)e X’x Y’. 
Designate by syn(x,y), gu(£),... expressions analogous to syn(t,y), 9m(x), … 
but constructed from the coefficients ayy of (21). Then, corresponding 
to (27), we have 


(28) Ai (x,y) = —tw(y) (Gar) + enle) — Eula) (Riv(y) + nyy) + Dun(æ,y) 


where Dyn(x,y) is uniformly summable (C,f,c) to 0 for (æ,y)e X' x Y’. 
The theorem will be proved when it has been shown that G(x)—G'(x) 
for xe X and H(y)=HA'(y) for ye Y. For then 


Sun(©,Y) —Sun(@,Y)=Ann(@,Y)—Aun(@,Y) 
= Ty (Yy)[Gar(@) + Ey (@) — uit) —Eu(t)] 
+ &y (x) [hw (y) + na(y)—An(y)—nn(y)] + Dun(t,y)—Dyn(x,y) 


and if G(x)=G'(x), ee X, and H(y)=H'(y}, y « Y, (23) shows that 
gu(@) + €n(@)= gu(t) + ent), hw (y) + nly) =hn(y) + gly) 


so that syn(t,y)—Sun(t,v)—Dyn(æ,y)—Dynlæ,y) which is uniformly 
summable (C,f,c) to 0 for (æ,y)e X’x Y’. We have that 


F(v,y) —F"(w,y) = B(a,y)—E'(@,y) + 5 (G (a) —6(@)) 
yk 


qe 
H(y)— H'(y)| IF KIL! (aw — aw) 


mk 
+7 | 
is 0 for (æx,y)e À DY. Letting Hy) =H'(y) — aw yt JL! and H'(y) 
= H’(y)—ay y"/L! we have 


LE ow y, YE in, 

(29) E(w,y)—E' (x,y) + za (Bu) — E" (y) = F (Ex) — ala) 
for (æ,y)e X ® Y. Fix an arbitrary x, say x, in X. The left side of (29) which 
we designate by L(y) is a periodic function of y and can be written as 
a trigonometric series with coefficients o(n—?). Thus, the graph of L(y) 
can have no angular points ([2], p. 271]). Since y//LI[G'(x,)— G(a,)] is 
periodic and contains no angular points, G’(x,)—=G(x,) and more generally 
G(æ)=G{x) for xe X. A similar argument may be used to show H'(y) 
= Hy) for ye Y. 

The second part of the theorem may be proved by quite analogous 
arguments. 
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We conclude with two remarks. If we had defined the series con- 
jugate to (4) to be 
—i D signum(m)asnetrrtm) or —i > signum (n)amn elt, 


m,n=— co IN, N——0° 


there are theorems for such series corresponding to the ones we have 
proved. However, under either of the above definitions of conjugate 
series, we obtain a stronger result concerning the equisummability of 
two such series. In particular, if the coefficients of series (4) and (21) obey 
some rapid order condition, and if the other hypotheses of Theorem II 
of this chapter are satisfied, we may conclude that the conjugates of 
the two series are equisummable by some Cesaro method, whereas under 
our original definition of conjugate series, we could merely conclude 
that the conjugates of the two series were equisummable in the wider 
sense. 

Although all our theorems have been stated for the case of two va- 
riables, the case of more than two variables can be treated in a quite 
similar fashion. 
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ON FINSLER’S MEASUREMENT OF AN ANGLE *) 
By 8. Gonarn (Kraków) 


In Finsler’s spaces Finsler?) stated a definition of a measure of an 
angle which for certain angles can be unreal. Remaining in the two- 
dimensional geometry of Minkowski (Finsler’s geometry is locally 
a Minkowski’s one and problems of measurement of an angle are typical 
local problems) let us denote by I the indicatrice ?), by O its origin. Let’s 
establish positive direction of rotation on the plane and let us speak 
about oriented angles ?). So.that we could determine the measure (in 
the sense of Finsler) of an oriented angle whose first side is radius r, 
(starting from O) it is necessary and sufficient that the indicatrice I 
should have at the point P, of intersection with the radius 7, a deter- 
mined half-tangent t; (directed towards increasing angles) which would 
not lay on the line determined by radius r,+). Let’s denote now by r 
an radius starting from O, sufficiently near to the radius 7, and such 
that the angle & (r,r) should be positive; r should be neighbouring 
enough to the radius 7, so that it must intersect the half-tangent t, at 
a point Q 5). To continue let’s denote by P the point of intersection of 
radius 7 with the indicatrice I. 


*) The results contained in this paper were presented at a meeting of the Polish 
Mathematical Society (the Cracow Branch) on 25-th November 1947. 

1) P. Finsler, Uber Kurven und Flächen in allgemeinen Räumen, Dissertation 
Gottingen 1918, p. 39. 

2) According to Mr C. Carathéodory. Indicatrice is called by many an Fich- 
kurve. Hadamard is calling it figuratrice, Chr. Pauc calls it courbe d’étallonage. 

3) In Finsler’s spaces the Finsler’s measure of an angle depends on the direction 
(orientation) of an angle. For that purpose see the paper by A. Bielecki and 8. Gotab, 
Sur un probleme de la métrique angulaire dans les espaces de Finsler, Ann. Soc. Pol. 
Math. 18 (1945), p. 134-144, Théorème II. 

4) Finsler himself made unnecessary a stronger assumption, because he assumed 
that there is a tangent to the indicatrice at the point P,. Really it is enough to make 
a less strong assumption. See the paper as under’). The assumption about the line 
passing through ġ but not through the origin O is necessary for the existence of the 
point Q, which is used in the definition of the measure of an angle. 

5) So that the point Q could exist, the euclidean measure of an angle between 7, 
and r must be smaller than euclidean measure of the angle between the radius r, and t. 
The latter is from the assumption positive. 
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By Finsler’s measure of an (oriented) angle between 7, and r we 
understand a number @ such that 


1 = —— 
(1) COS g 0g 


It is obvious that when indicatrice I is a convex curve (even though 
in larger meaning of that word) then the measure y will exist for r near 
enough to r, at freely chosen position of radius r, and that measure will be 
always a positive number. That comes obviously from a fact, that for 
a convex curve at any point exists a half-tangent t, not passing through O 


and there is OP<OQ. 

In a case when indicatrice I is not convex it may happen that OP >0Q 
and then there isn’t a real number ¢ satisfying equation (1). 

The purpose of this note is the proof of a theorem which is in a sense 
a reverse property of the fact that for convex indicatrice J the Finsler’s 
measure of sufficiently small angles is a real number. 


Theorem, If indicatrice I is a closed curve’) and if Finsler’s measure 
of angles uniformly small’) and equally directed®) is a real number, then 
indicatrice I is a convex curve in a large sense. 


Proof. Let us suppose for a moment that indicatrice J is not a con- 
vex curve. In that case, remembering a certain theorem by Leja and 


è) It is easy to see that this definition is the natural generalization of euclidean 
measure of an angle 1. e. the euclidean measure we are getting in a case when the in- 
dicatrice I is a circle, and the origin O is its centre. 

‘) The supposition that indicatrice is a closed curve is essential. To show that it 
is enough to have a look at the following example. Let the origin of axis of reference O 
be the origin of indicatrice as well and let the indicatrice itself be formed by four lines: 
one line of equation y= 1— 2x for 0<x<} and the rest of lines formed by the given 


above equation and turned about point O by an angle 5 E A . For such indicatrice 


(having 4 points of discontinuity), obviously not Fo all ae are fulfilled 
except one: such indicatrice is not closed curve. 

Instead of a supposition that the indicatrice is a closed curve, we could make a less 
strong one and such: the increasing of the measure of an a angle i. e. the following 
quality: if the radius r, precedes radius r,, and r, precedes r, then the Finsler’s measure 
of the angle between r, and r, is smaller or equal to the measure of the angle between 
rı and r, Would the Finsler’s measure fulfill the condition of addibility, then the above 
property would be obvious, but we know that the Finsler’s measure does not satisfy 
in general the law of addibility (see paper under %)), 

8) Uniformly small means that there is such positive number w, that, providing 
the euclidean measure of an angle between r, and r, is less than w; the 7, and r, we 
call as being near. 

°) We say, that angles <((r,,r,) and = (r,,r,) are equally oriented if from “r, pre- 
cedes r,” can be conclude that “r, precedes r,”. The preceding is defined as follows: 
draw a line through r, then the r, should find itself in that half-plane which corresponds 
to the euclidean measures of angle between 0 and 7, providing we take the arm r, as 
starting line. 
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Wilkosz 1), there must be on indicatrice J at least one point of con- 
cavity &. That point R has a following property: there is a circle C, 
with centre in ZX, whose full halfdisk except the point R lays inside I. 
Let's take one of such points À under consideration. Because-as it is 
not difficult to show — Finsler’s measure of angles is an invariant of the 
group of centro-affine transformations of I 4), we can, by applying cer- 
tain transformation, make that the point of concavity À will have co- 
ordinates (1,0) and that the diameter of the halfdisk D will be perpen- 
dicular to the horizontal x-axis. 
Let us first look into the case when the half-tangent tọ at the point 
R lays along the diameter of the halfdisk D ©). Here the are of indica- 
trice J runs in the righthand-neighbourhood of R outside D and for points 
Poe P of indicatrice J near enough to R the line 
OP cuts the radius t, at the point Q (Fig. 1) 
and, therefore, there is OP >OQ and the 
measure of the angle x (OR,OP) is, in spite 
of supposition, unreal. We have therefore 
a contradiction and that case is proved. 
Now we will start a more difficult 
Ho case when half-tangent t, lays outside 
of D. 
Let us denote by w the euclidean measure of an angle, about which 
there is a note under 8). Here, we have 


(2) w, = 2 arc tg 05; 


where 20, is a diameter of the halfdisk D. By s we will denote a radius 
starting from R and parallel to the y-axis, by b a radius starting from R 
and a bisector of the angle between s and tọ, by w,/2 an euclidean mea- 
sure of the angle between radius OP and OK, which angle should be 
small enough so that the common part of the angle X (OP,Of) and (s,b), 
without the point À itself, must not contain any point of indicatrice I. 
By making the w, smaller it is possible to satisfy the last condition be- 


cause half-tangent tọ lays outside of the above mentioned common part. 
Let us at least denote 


(3) w = Min (w, w, wa) 


and, by 7, or 7, radius which with the v-axis makes an angle, whose 

6 .® a) 0) 
euclidean measure is either = or + ic 

10) F. Leja and W. Wilkosz, Sur une propriété des domaines concaves. Ann. Soc. 
Pol. Math. 2 (1923), p. 222-224. 

n) The affine transformation is called centro-affine, when the point O is unchanged 
during the transformation. 

2) Would we take the original definition by Finsler, then the proof could be 
reduced to that case. In case of two-sided tangent, that tangent must lie on the dia- 
meter of the halfdisk D, if D must lie inside I. 
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Next, let us draw through a point M of intersection of radius r, with 
radius b a line l, perpendicular to the w-axis and let us denote by G@ the 
interior of an area bounded 
by lines —s,1,x,r,(Fig.2). The bj b 
domain G is shaded on the 
drawing. Because À is a point 
of indicatrice and indicatrice 
is a closed curve, the domain 
G must have points of it. All 
the following reasoning will 1: 
tend to show in the domain G 
such a point A on indicatrice I 
at which the half-tangent t 
would cross the line OM). 
Here we will use the fact, | 
that the interior of I is corps "À 
radial i. e. that I has with Fig. 2. 
, each radius r issue from O 


only one point P in common. For that purpose we will use the polar 
equation for J, where the above fact is taken into account. If 


te 


SANS TA 
NWA 

MIN 

e=- —- — — PSs 


(4) e = (a) 


is a polar representation of J where O is taken as origin and x-axis for 
initial line, then the parametric equations will have the form: 


(5) x= pa) çog a, 
y = o(a) sina. 


The following lemma will now be used. 


Lemma. The necessary and sufficient condition for a curve defined by 
equations (5) to have in a=a,y, when o(a,)~0, a tangent not passing 
through O, ts the fact that the function o(a) must have for a= a, a deriva- 
tive p'(@o). 

The proof of that lemma, probably not new, is left to the reader. 

From that lemma it is easy to get its generalization in such à way 
that for the word tangent the word half-tangent will be substituted and 
for the word derivative the word one-sided derivative. 

Because points of indicatrice I, which are inside Œ are certainly dif- 
ferent than O and because from supposition the half-tangent ¢ at the 
point P does not go through O, therefore we can to our points P laying 


13) It follows from our supposition that I should have only onesided tangent at 
any point, therefore a priori it might appear possible to connect the point A with the 


point & with such arc for which the half-tangent at any point does not cut the line OM. 
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 6 
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inside G apply the generalized lemma. Then the coefficient of direction 
a of the half-tangent ¢ will be as follows: 


0, (a) sina + o(a) cosa 
(6) a = >} 
o(a) COS a — o(a) sina 


providing the denominator is unequal to zero. o, (a) means the right- 
hand-derivative. 

Our purpose is, as we said before, to show that there is in the inte- 
rior of G such point A at which the half-tangent t would cut the line OM. 

We will use a theorem which can be found in the book of S. Saks 4) 
and which says that if a continuous function F(x) of a real variable in an 
interval I, has almost everywhere a righthand-derivative I", (x)>0, then the 
Junction F(x) is not decreasing in that interval. | 

Let us consider the function 


x(a) = o(a) cos a 


in the interval (130). There is æ(0)=g(0)=1, but for —2°<a<0 


there is xz(a)>1 when a suitable point of indicatrice lays outside D. 
For a near enough to zero the corresponding point of indicatrice would 
lay inside the halfdisk D. We maintain, that there is such a* interior 


of the interval (——, 0), for which there is 
(7) a, (at) <0. 


Indeed, would there be in the lefthand neighbourhood of the point a= 0: 


a (a) >0, 
then, using the mentioned before theorem, the function x(a) should be 
in that neighbourhood non-decreasing. Therefore, because of the equa- 
tion 2(0)=1, should be a(a)<1, which is impossible. Let A* mean a point 
of indicatrice corresponding to the amplitude a* and let t be a half-tangent 
at the point A*. We have 

o(a*) >0 


= 


which can be written as 


o(a*) {cos? a* + sin? a*} > 0 
j: —o(a*) Sin? a* < o(a*) cos?a*. 
Let us add to the both sides the expression 
0, (a*) sin a* cos a”; 


4) §. Saks, Théorie de l'intégrale, Monografie matematyczne, Warszawa 1933, 
p. 137, theorem 17. 


ON FINSLER’S MEASUREMENT OF AN ANGLE 83 


we will get 
sin a* {o', (a*) cos a* — o(a*) sin a*}< cos a* {o (a*) sin a* + o(a*) cos a*}, 
which can be written in a shorter form: 


sin a* x 


(a*) = cos a*- y, (a*). 


Let us note however, that there is cos a* >0. Therefore, using formula (7), 
we will get by division of the last inequality 


y, (a) 
xv (a*) 


a 


= d*, 


* — 
tg a > 


On other hand we have 


y(a*). 
x(a*) ? 


tga* = 


because the domain G lays below a-axis, hence we have 


(8) a"< 


which proves, that the halt-tangent t cuts inside the line OM. 

Now there is only one step to finish the proof. Let us denote by N 
a point of intersection of radius 7, with the radius s. Then we know that 
the interior of the triangle RNM hasn’t got any points from the indi- 


# 
catrice J. Further let’s denote by — = the euclidean amplitude of ra- 
dius OA* and let us take any radius r issue from O which would have 
amplitude 0< aha That radius r will cut firstly (counting from O) 


the half-tangent ¢ and later on the indicatrice I hence OQ<OP. 

The measure g will be unreal while the euclidean measure of the 
angle between radius r and OA* is smaller than w* hence smaller than wg, 
hence than w what is contradictional with the already established fact. 

And so, in the second case, we come to a contradiction and, there- 
fore, the theorem is proved. 


Remark. A question arises whether it would be possible to make 
less strong assumption about the reality of angles uniformly near to 
each other. An example can be given however showing, that the assum- 
ption is essential. Let us take an indicatrice, which is formed from three 
ares of following curves: 

) #=—h1—¥# 
) w@—b6ay+9y?+6ea—2y—T=0 : for x>0,y>0 
) #@+6ry+9y?+ 624 2y—T=0 for x>0, y<0 


1 
(9) 2 
3 

6* 
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That curve is formed by a halfcircle and two parabolical arcs. It reminds 
by its graph a cardioid and differs on principle by a point of bending 
(for s=1, y=0), while the cardioid has an edge. For cardioid, as an in- 
dicatrice, the Finslers measure of angles, whose first arm goes through 
the vertex of the edge, is not determined. On the other hand we can 
see that for our above mentioned curve (9) as an indicatrice, for each 
radius 7, there is such righthand-neighbourhood (not for all 7, equally 
large) that for any radius r from that neighbourhood the measure 9 of 
an angle between 7, and r is real, but the indicatrice, in spite of that, 
is not à convex curve. 


EVALUATION DU DOMAINE DE RÉGULARITÉ DU CONOÏDE 
CARACTÉRISTIQUE 


Par J. SZARSKI (Kraków) 


Introduction 


Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles du second 
ordre, normale et du type hyperbolique 


‘I ou ou 
(1) os Dip (Hy y+ Em) On; et, da = 0 (Gir =i Ari), 
i,k=1 = 


ou les coefficients a; sont de la classe C? dans le voisinage 


(2) VS a? <R, 
i= 
et la forme caractéristique 
m—1 
(3) > lir (Lis -a ia) didn 
1,k=1 


est positive, définie pour tout point (7,...,%,) du voisinage (2). 
L’équation aux dérivées partielles du premier ordre 


m—l1 
oz Hz O2 \? 
(4) 2 tun a) 5 — (5e) =0 
ik=1 


définit les caractéristiques de l’équation (1), tandis que le système d’équa- 
tions différentielles ordinaires 


m—l 
ax; a AL m 
(5) dt = Aik (Lry e. 3Em) DP, (2=1,2,..,m—l); de n 
k=1 
F 1 m—1 A 
i 1 cd; 
(6) = 2 es P; k (2=1,2,. m) 
j,k=1 


définit les bandes caractéristiques de léquation (4). Désignons par 


(7) D WALA PE Ds D;=Dilt; Das.) Dm) (t=1,2,...,m) 
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l'intégrale du système (5) et (6), déterminée par les valeurs initiales 


(8) Dill, Das Pm) = 0; Dil, Ps, Pm) = Di. 


Lorsque les valeurs initiales (p,,...,9m) satisfont aux relations 


m—l m 
(9) D, ain(0,...,0)p,p, —p2,=9, Oy ea 
=] 


i,k=1 
la courbe 


(10) Di = Filt, Pry...) Pm) (t= 1,2,..., m0), 


dans l’espace de points (2,,...,%n), est dite la bicaractéristique de l’équa- 
tion (1), issue du point (0,...,0). 

Il est évident, d’après la forme des équations (5) et (6), que, pour 
a 0 fixé arbitrairement, la courbe 


” o = : 
Wi —=Ti(AS,Dis Dm)» p = a pilas, Pı, Din) 


est une integrale du système (5) et (6) satisfaisant aux conditions initiales 
Bi (AS, Dis... Dm) pag 0; DES Pas Dale = CDI: 

Tl en résulte, en vertu de l’unicité des solutions du système (5) et (6), que 

(11) Tilt, Das +++ yD) )— eg = UG y BD se A Dm); 


et, par conséquent, la courbe w; = %j($,4p,,...)4Dne) n’est que la courbe (10) 
mais avec une représentation paramétrique différente. Il s'ensuit, 
d’après (9), que les bicaractéristiques, issues du point (0,...,0), forment 
une famille de courbes à m—2 paramètres. Elles engendrent donc une 
surface à m—1 dimensions dans l’espace de points (&,...,¥,n). 

D’après ce qu’on vient de constater, il suffit, pour obtenir toutes les 
bicaractéristiques issues du point (0,...,0), de remplacer les relations (9) 
par les suivantes 


m=! ae eye 
(12) Pn = -e Mir(0, 0) P; Phs 
(13) 2, Pit. 

1—1 


La surface engendrée par ces bicaractéristiques est composée de deux 
nappes, dont l’une s'appelle conoïde caractéristique direct au sommet 
(0,...,0), l'autre conoîde caractéristique rétrograde au sommet (0,...,0). 
Le premier conoïde est composé des bicaractéristiques envisagées pour 
les valeurs t>0, le second — pour les valeurs t<0. 
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Le but de ce travail est d'évaluer le voisinage du point (0,...,0) dans 


l’espace de points (%,,...,%m-1), Où l’équation de chacun de ces conoïdes 
peut être mise sous la forme 


Lin -= P(X, ne 


ainsi que de trouver une évaluation d’en bas de leurs hauteurs. Il suffit 
évidemment de résoudre le problème pour le conoïde direct. C’est de 
ce dernier que nous allons done nous occuper dans la suite. 

Le premier problème pour ce conoïde revient à l’évaluation du voi- 
sinage U du point (0,...,0) dans l’espace (%,,...,2%»-_1) tel que, pour tout 
point (2%,,..,% 1)eU et différent de (0,...,0) vienne correspondre un 
systeme unique de valeurs 


(V) t = Ua, ,.-.;%m—1); Pi = Di( Di + Din) (t=1,2,...,m), 


de manière que 


É 1 mn 
(R) t>0Q, in=—| 5 ain (0 0) 3,8 Das DEN 
et 


(J) tt. 2, 1) Da (Dy 5.3 Dom Je, Dre (Trp Din) |) (2=1,2,...,m—1). 


L’équation du conoide direct aura alors la forme 


Tır = Lin tlt eee Une 1): Did ges 5 m1 ): ...9 Pm (Hi, eco o Tu =i]: 


Hypothèses sur les coefficients aj, 


Nous allons admettre, dans la suite, l’existence de trois constantes 
positives M,N,Q telles que (pour 1,k—1,2,...,m—1;  97,l=1,2,...,m) 


A) | | 
carp | C A; S ő 
(14) Qiks | Paix ; = _ <M dans le voisinage (2), 
| cb; | CU on, 
nmi— 1 ui—1 
(15) Q< Ò mntis. dm) Aide <N pour X Æ=1 dans le voisinage (2). 
i,k=1 = ]}l 


I. Commençons par évaluer l'intervalle 0<t<6,, dans lequel les inté- 


grales du système (5) et (6), qui correspondent aux valeurs initiales p; 
vérifiant (13), sont définies. 


En vertu de (6) et (14), nous avons pour une telle intégrale, tant que 


X & < R, l'inégalité différentielle 
t 


im—1 m—1 
OD; bl { aed; ik > x \< ae 19 2 
VOD (Sos ES af, 


j,k=1 J,k=1 J=1 
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d’où 


et, par conséquent, 


a DCE TES) 


D, désignant la dérivée droite par rapport à t. D’autre part, d’après 
(8) et (13), 


(17) | St) _=L 


et puisque l'intégrale y(t) de l’équation 


dy _ Mm? e 
tr A we 


déterminée par la valeur initiale y(0)—1, a la forme 


2 
Y) = 3 Mma’ 


nous déduisons de (16) et (17) que l'inégalité !) 


m 2 
(18) ys PET 


est vérifiée dans l'intervalle 


2 


tant que l'intégrale envisagée existe. Pour les mêmes valeurs de t, nous 
avons de (5) l'inégalité différentielle 


DL Ving 
S <m( M +1) >? Dis 


r=1 


Serono] Sa 


=1 


d’où 


1) Cf. par exemple T. Wazewski, Systèmes des équations et des inégalités différen- 
tielles ordinaires aux deuxièmes membres monotones et leurs applications, Annales de la 
Société Polonaise de Mathématique 23 (1950), p. 112—166. 
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et, par conséquent, en vertu de (18), 


ne a +1) 


D’autre part, d’apres (8), 
(21) k 2; i = 0, 
i=1 t=0 


et puisque l’integrale y(t) de V’équation 


dy _ 2m(M +1) 
dt 2—Mm?t’ 


telle que y(0) —0, a la forme 


q(t) = ee z (2—Mmtt), 


nous avons de (20) et (21) l’inégalité 


mue 2(M +1), 1 
SEA Free cn ~(9_Mm2 
(22) & D? < U In 5 (2—Mm?t) 


= 


dans Vintervalle (19), tant que Vintégrale envisagée existe. Il résulte 
de (22) que dans l’intervalle 


ea) exp (— _Mmk | 
(23) D SRE ô, 
a 2 
l'inégalité ys 5 &? <R est vérifiée. Or, puisque ô < 47, et comme toute 


intégrale du ee (5) et (6) peut être prolongée jusqu’à la frontière 
du domaine 


| m 
| D <R, Pis-..Pm arbitraires, 
dans lequel le système est défini, nous en concluons que les intégrales 


du système (5) et (6), correspondant aux valeurs initiales p; qui véri- 
fient la relation (13), sont définies dans l’intervalle (23). 


II. Posons 
Zj À m dı qm m 3 
Dilis Om) = Li à É Um. ph. | pour o<|/ S< 
= I= 
Á DU D, 
J= j=1 


%:(0,..,0) —0. 
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Les fonctions %;(q,,...;¢m) ainsi définies sont continues dans le voisinage 
(24) à q? < ò. 


Les valeurs p; étant fixées arbitrairement et ne s’annulant pas toutes 
a la fois, nous avons 
(25) AA EA TA, =W Dm), (u= 2 ee 


pour tout {0 tel que les membres gauches existent. En effet, d’après 
la définition des fonctions Z{q,.….,Qm) et d’après (11), nous avons 


LT © oO A fink? Oce Di Pim 

©i (Uppy, +.» Dm) = pi f/ § > Pj» / à m ELLES | m = Bit Mo D 
Vš Sis 
/ J=1 J J=1 


Nous demontrerons que les fonctions 2;(q,,...,@m) ont les dérivées 
partielles du premier ordre. Nous savons que les fonctions &,(t,p:,..., Dm) 
sont de la classe C! par rapport à toutes les variables. IL s’ensuit que 
les fonctions #,(q,,---;¢m) sont de la classe ©! pour 


(26) o<|/ Sa <a, 
j=1 


D'autre part, en différentiant les identités (25) par rapport à pj, nous 
avons les relations 


Eilt, Dry +++ Pm) —* Fe ACIER Gn) 
CD; 20; dag thy 


pour 0<t<6, et > p?=1. Il en résulte que 


i=1 


(27) O@i (Gry er Gm) _ [1 Rill Pis- Pm) 
a D. 


pour q, satisfaisant à l’inégalité (26). 
En posant, en particulier dans (25), pı= ôn, (I=1,2,...,m) et en diffé- 


rentiant par rapport à t, nous avons, d’après (5), 


== 


Pr NA m 

coi eti A A A . 6 
(3 =| x) =|5 Ain (Èr 52m) Dal (2 a — 1), 
Qija = tiy EU J P= ðy k p=? 


1 


Vr NA 

( | R (Se — | p ] 
3 a me LH 
C qj / a, tő, ot Pi : ô, Pr=0y, 


li 
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En faisant tendre ¢ vers zero et en tenant compte de ce que 


A 


(E) =01= 0, (Pi)t=0, »,—6, = Ôù (2,7—=1,2,..,m), 


on déduit de (28) les relations suivantes: 


Ti ph 
(29) c = ay(0, 0) tee een) — 1), 
jf Tk — 
(30) (=) a 0 G11 E — 1), 
m/q p= 
Où 
31 = 2. m1], 
(31) Ge). = G=1,2,..,m—1) 
(32) (or) TR 
nou, 


Nous démontrerons dans la suite que les dérivées T sont aussi con- 
tinues au point (0,...,0). 


III. Posons à présent 


= ~ =F “a 
Xi (Gy 9900 9) Qin—1) Æ Xili, es Gin—1 ’ Ga, = — |/ Py akO, +99) giq- 
ik=] 
Les fonctions %, sont, selon (15) et (24), définies dans le voisinage 


m—l1 
Een. 


Considérons la transformation 

(T) DE A Eee Aqni) (Tr. ml). 
Nous avons 

et lorsque 

(T~) g maD Ci) (i=1,2,....m—1) 
est la transformation inverse à (T), nous aurons, en posant 


ui—] m-— 1 


nr - 
4 q = 2 &ix(0 APE Pi Fi (1—=1,2,..,m—1), 


. 1! i 22 
Pa =— 40 | = Qik (0)9;4 Qh 
pour 0< VS '# , les relations (R) et les identités (J), (cf. ci-dessus, In- 


troduction), Tae la définition des fonctions ï; et en vertu de (25). 
L’evaluation du voisinage U, dans lequel le système (V) de valeurs qui 
vérifient les relations (R) et les identités (J) existe, revient donc à l’éva- 
luation du voisinage d’existence de la transformation inverse (T-1). 
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IV. Passons à présent à quelques évaluations auxiliaires. En substi- 
tuant æ—&i(t,D1, Dm); Pi=Dilt,DPiy---;Dm) Gans (5) et (6), nous avons 
des identités qui, différentiées par rapport à pj, donnent 


x m—l M m—1 s 
© CW; h A NV" Clik CT] A cp, 
ot (35 a j eN on, op; PA oe op ( ? 9 9 ); 
(33) R= i=) k=1 
© OP m CD in 
mE Ae y 
AA CPs, cp; 
” My MIT. à = m-l. + 
(34) o 22 IN sr ay Tr x à QT Can a Pi 
ay (SE ee et ee DP, p,— wry ek 
at \op; D daa! ded Emo, Opp AET A da, * apy 


r=] 2,l=I1 R il 


Les identités (33) et (34) sont valables pour 0<t<ò, et 3'p?=1. 
i=l 
Pour simplifier les calculs, nous allons considérer ces identités dans 
Pintervalle ?) 


EAN 1 
EG Ea a =  —— |. 
(35) 0<t<6,= min (6, Hint) 


D’après (18) nous avons, dans l'intervalle (35), 
(36) MES. (i=1,2,...,m). 


En vertu des inégalités (14) et (36), nous déduisons de (33) et (34) les 
inégalités différentielles suivantes 


à (aa ae | 3p, 
alg) <2mu J 5. +m > 3 Spl G=1,2,...,m—9 
(37) J = k=1 J 
o (EE) Dm | 
nUop,)| | Op, "| + 
o op, ed 5 Pr 
(38) EE Ô; ) < 2m? DE dé 2 DE +2mM. 


De (37) et (38) nous avons ensuite l’inégalite 


a |a OZ; o id 
2 xi (Bp) HELGA ~6u)) 
i=l 
< (4m°M +1) 2 IE N + Ed) Hamam +1, 
ma DD; | | OD; 


3) Nous verrons dans la suite que, si nous continuions les calculs dans l'intervalle 
0<t<6,, les constantes à évaluer seraient au plus deux fois plus grandes, car 6, <262. 
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D'autre part, puisque 


G) r (EN =a 
OD; t=0 CD i) t==0 £ 
alors 

\' OD; | OD; x ile | A 
(40) Z FY EJ bu, : 0 


Il résulte de (39) et (40) que nous avons dans l'intervalle (35) 3) 


(41) Then - Pi |) <exp [(4m3M +1)t]—1, 
ry oD; Op; à) 
d’où 
“' êk Op; | oe eat, | 
(42) Be ( T a5 | < exp | — naM ) =A. 
i=1 


Il vient en outre de (39) et (41) 


43 "EE Vc < (4m8M +1)A, 
(43) 2 AEA ee 
ainsi que de (5), (14) et (36) 

0%; 
(44) 7 <2mM. 


V. Nous allons évaluer la somme 


IT: (=) 
=> = — A . 


at 
L 


A j 
ss 
= 


Il resulte de (33) que 


m— 1 m 


nae (7) ; \' ALT xe |e = (52 A 
A|°p; qj) q,=0. hl hel G ei |°p; 9 ;/4,—0 Pi 
k=1 (1 
m—1 m m—1 
p S a~ A AS 
(45) +t N "ehka (=) + Sa Pr _ [2% i= 1,2 m —1 
a D Oa; P, oq), q,=0 — ik ID (24) et ( Et A )y 
=] i=} k 
ale (27) a Dm (9% m\ 
ot | Op; ôdi /a,=0 Mp; \ Ili a =0 


3) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, p. 151, 
Hilfssatz 3. 
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Posons 


m—1 
z: o nT Op è Iti . 
fylt, Pis +++) Pm) TA Qir Pi `" 1. (#=1,2,...,m—1), 


Sim (8B 
Ï mt: Dis Dan) Se —( : n) 


où, dans les aj;,(%,...,%), DOUS avons substitué æj = 2; (t,P1;--- Dm). D’après 
(14), (29), (30) et (36), il suit alors de (45) 


m 


MAR , (ED |< + | Oa, ox, | 
=] 2m M 2 = —t(; ) + 2m? M?t + | fi; 
Ot set gerah a 0 = ep; Idi) q,=0 fui 
(46) (i=1,2,...,m—1), 
© On Em | 
silane —*( get), || = to: 


Evaluons à présent |f;|. Nous avons 


m—-1l m m—l1 


OF ij SAN) Ba Qik Tı IP r iw > ar Dr 
s s | d 


(t=1,2,...,.m—1), 


(47) k=1 i 
Cf rm ee Don 
ð Spot 
Il en résulte, en vertu de (14), (42), (43) et (44), 
| 1 < 27° MPA + M(4mM +1) A<2(M +1)(4m H +1) A 
(48) (i= ,2,...,m—1), 
a 


< (4m3M +1)A<2(M+1)(4m3M +1)A 


D’autre part, en vertu de (8), (29), (30), (31) et (32), 


(49) (fi), 0: (i, T= Iie n). 
De (48) et (49), il vient done 
(50) fil <2(M + 1)(4m3 M + 1) At, TRE: m): 


Revenons maintenant aux inégalités (46). Nous en déduisons se- 


lon (50) 
0, CT; = || < y OP: oa) 
<e, | < 2mM = 
OD; a dija] > OD; er qs= 0 


+ 2m M2 + (M nr 1 De ml) 


Fa 
a 


6) OL m OL m | 3 
at | OD; Eu a En ei a 
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d’où 
RY ae 22) a ow, 9 > 
D4 A E | < 2m M a; ) | 
(51) 2 B2 OU TPE 2 Cp; CGj/a,=0 
+ 2m[m* M? + (M +1)(4mSM +1)A]t. 
Puisque 
m + AN 
y 22 [92 Er 
a Sp; F3 t—0 


nous en concluons 


om (à; m?M?+(M+1)(4m3M+1)A is 
p 20) al mm TC a [exp(2m Mt) 1} 


nee T (AT +1) (4m° M +1)A ' 


mM T a(t), 


car a(t) est intégrale de Péquation 


: = 2m? My + 2m[ mM + (M +1) (4m8 M +1) Alt, 


qui s’annule pour {—0. Nous vérifions facilement que 


(53) lim —-=0. 


ru t 


Puisque, en posant en particulier dans (52) 


To D © 
t— > È, pca pour “s i VS qd; < 50, 


à: = att) cr 

54 VERT A A << | OET m 

( ) 2 a c qj m \ t j | By q ? 
i=l E 

il résulte de (53) que les dérivées = sont aussi continues au point (0,...,0). 


ca; 

Le résultat que nous venons de déduire permet de démontrer que 
les fonctions 2%;(@,,..-5Qm—i) (Cf. alinéa ITI) sont de la classe C dans le 
voisinage 


m—1 Ô 
(55) 5 P< ——. 
= VN+1 
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Pour 
m-i Oo 
Arr 
ceci est évident, et nous avons 
"S ayp(0) 
, AT Aik q 
IT i i = : 4 k 
(56) ae A Z sa “a a nt ne (2,1—=1,2,...,m—1). 


og; 0% lm | / mai 


En vertu de (14) et (15) 


m—]1 
> Ajn(O) g, a 
k=1 Mym 
2, ae OTa 


Il en résulte, d’apres” (29), (30), (56) et en vertu de la continuité des 


OP 
J 
OX; IT | > 5 
(58) Ge) PE Ge) = a;;(O,...,0) (4,9= 1 y Zoo M —1),. 


VI. Pour évaluer le voisinage d’existence de la transformation inverse 
a la transformation (T) (cf. alinéa III), nous allons d’abord évaluer le 
jacobien de la transformation (T). Nous nous appuyerons sur le suivant 
Lenume, Posons . 
A = Det [ay (0,...,0)] 
ISR NE m— 1l 


et considérons la fonction à (m—1)? variables cp (i, k=1,2,...,m— 1): 


nie co.) Enr, He) — Det (Qir nis Eu: 
Lorsque 
2—m 


(59) lenl <B = min[1, Q" (m—1)?(m—2) ? (M+1)-*), 
nous avons 


(60) F|> 


hs 


En effet, désignons par A;r le mineur algébrique du déterminant F, 
correspondant a l’élément a+ £m. Nous avons alors, en vertu de (14) 
et de (59), en appliquant le théorème de Hadamard au déterminant Aik, 


| n= 
OF = |u| < (m—2) 7 (M +1)", 


ET 
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et, par conséquent, puisque F(0,...,0)=4 et |ex|<B, 


m—1 


IP-a < Fas > 


i,k=1 


OF 


dei 


[Eiz] 


Eik 


m2 


<(m—1)?(m—2) 2 (M +1)"—B <Q", 
Nous avons donc 
ae 
|F| —|A ISS 
puisque, d’après (15), 4 >Q™—!, d’où (60). 


Passons maintenant à l'évaluation du jacobien de la transforma- 
tion (T) (cf. alinéa III) 


(61) A(qis.Qm_1) = Det (=!) = Det (0-30) + (5 —ay(0,...,0)]). 
qj cdj 

-= Nous avons, selon (58), 4=A(0,...,0). Pour pouvoir appliquer le Lemme 

au déterminant (61), il suffit d’évaluer le voisinage du point (0,...,0) 


dans l’espace (q,...,{m-1),; dans lequel on ait 


(62) 


rm ALU E (?,j=1,2,...,m—1). 


En vertu de (54) (56) et (57), nous avons dans le voisinage (55), 


zg, oo] <4) 


Nous vérifions sans difficulté que, pour t>0, 


(63) 


=l 
oy pu os Op (0) 979% . 
1, kR=1 


(64) [exp (2m?Mt)—1] *). 


o _ mM? + (M +1) (4m M +1)A 
en mM 


Il en résulte, selon (63), en posant 


mM?+(M +1) (4m? M+1)A/, MVm) 
O= n "2 — i +-——}, 
mM VQ ) 
que 
Ox; 
65) |— —a,(0,...,0)| < C[exp (2m? Mt)—1 mi, ml 
( ) eq; y ( ? ? ) [ p ) a a+ PAT" 


dans le voisinage (55). 


__ 


4) Ceci résulte de l'inégalité — : i ee a (EXP at — 1), lorsque nous posons 


a= 2m M, b= Salat BEET eso ee TNA 
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 7 
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Nous en concluons que les inégalités (62) sont vérifiées pour 


1 ie = 
TO oF eC 


c’est-à-dire, selon (15), dans le voisinage 


m—1 FES TIM i ‘ 1 = BG | 


En vertu du Lemme, nous avons donc, dans le voisinage (66), 


i | A; | A 
(67) | Det + 9 {m—1) | AT 


= 
A 
cdj 


D’après (14) et (62), il vient en outre dans le même voisinage 


| 9T; 


68 | — 
FR CT 


<B+M (t,j=1,2,...,m—1). 


Les inégalités (67) et (68) nous permettent d’évaluer les allongements 
supérieur et inférieur 5) de la transformation (T). Nous avons, en effet 5), 


— m- OTA 
all (Z; Qi... 3 Qm—1) <|/ È | ) 


F1 \°g; 
pe ne 
FE. 
ij=1 \OG; 


(69) all (Z; 32.» Qm-1) S(m —1)(B +M), 


all (z s Qiy. Qm- 1) > | Det ik 


donc, d’après (68), 


et, en vertu de (67) et (68), 


B À 5 
all (F; y 4@m—1) > 5 [M —1) B +M), 
d’où 


(70) all (x T3 19. Qm—1) į 


eee 


2 


(m—1)(B+M)p-™ 


puisque, d’après (15), À >Q"-1, Les inégalités (69) et (70) sont valables 
dans le voisinage (66). 


5) T. Wazewski, Sur l'évaluation du domaine d'existence des fonctions implicites 
réelles ow complexes, Annales de la Société Polonaise de Mathématique 20 (1947), p. 89. 
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VII. Les inégalités (69) et (70) impliquent la conclusion suivante 6): 
a) La transformation (T) est univalente dans le voisinage 


(TI) Ex. È <} ô- [(m—1) (B +M)”, 


— 1 1 2 2 - 
c’est-à-dire que deux points (%,...,Æm—1)s (L13... }Lm—1), correspondant à deux 


points différents CH a ea: CH sng Caress) et appartenant au voisinage (71), 
sont différents. 
b) La transformation inverse (T1) est définie dans le voisinage 


 /m—1 _ 
(72)' V5 wi < ô = 16,Q2"-2[(m—1)(B+M)p-2" 


=l 


et y est de la classe C1. 

Il en résulte, en vertu des considérations antérieures (cf. alinéa ITI) 
qu’à tout point (4, ,... ,4%m_1) du voisinage (72), différent de (0,...,0), vient 
correspondre un système unique (V) (cf. Introduction) vérifiant les rela- 
tions (R) et (J), à savoir 


= E- 
t(2,.. > Tn— 1) -V37 Aa S an(0 KAPE Pi (Di 5 ee m1) =F Vi 
(73) CEPO HI i), 
7 sh m—1 = 
Dm Lis Lm—1) = r > %(0)7,9, - 


i=l 


Par conséquent, l’équation du conoide direct a la forme (cf. Introduction) 
(74) Vin = on [t(0)..+)@m—1), pi(24, Poma ? Dm (@yy+++9Lm—1) | = P(X, s.m) 


dans le voisinage (72) et la fonction g(2,,...,æ,_) est de la classe C! en 
tout point de ce voisinage, différent de (0,...,0). Nous avons ainsi dé- 
montré le suivant 


Théorème 1, Dans les hypothèses sur les coefficients a;,, introduites 
au début, l'équation du conoïde direct a la forme 


Un leo À) 


Sa 1 9 


dans le voisinage 


8) Cf. 5) Théorème 4, p. 116. 
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ou la constante 6 est définie successivement par les relations 


2—2 ex san xD) 
; P (M +1) | 1 
et On = moin (us gr)» 
à. 4m? M +1 
ne Er 
2—1m 
B = min [1, }Q"-1(m—1)2(m—2) ? (M+1ÿ-"], 
~ MM +(M +1) (4m M +1)A MVm\ 
G = ———— 1+5), 
ma VQ 
es (al a 
a= pyr ome OS) 


ò = $4 Q2"-*[(m—1)(B+ M)P 2". 
La fonction p(æ,,...,æ,_1) est de la classe C1 à exception du point (0,...,0). 


Jliemarque 1. L'essentiel du Théorème 1 consiste en ce que la con- 
stante ô est indépendante de la forme particulière des coefficients az 
et ne dépend que des constantes k, M, N, Y,m 


Remarque ?. Il est aisé de voir que si les coefficients a étaient 
supposés être de la classe C"+1, la fonction (#,,..., 2,1) serait de la 
classe C° à Vexception du point (0,...,0). 

VII. Passons maintenant a lévaluation de la hauteur du conoïde 
direct. Pour mettre en évidence de quoi il s’agit, remarquons d’abord 
que, pour la transformation (T+), nous avons, en vertu de (69) 7), 


all (J; Lyen) = [all (Z; gisem) > ((m—1)(B4+M)}4 


dans le voisinage (72). Par conséquent, l’image du voisinage (72) par 
l'intermédiaire de la transformation (T—) contient le voisinage 8) 


(T5) |/ Si <d{(m—1)(B+M)]-. 


Les portions des bicaractéristiques correspondant à ces valeurs de 4q;, 
c'est-à-dire les portions qui ont servi.à la construction de la surface (74), 
existent donc au moins dans l’intervalle 


(76) 0<t<6,=o[(m—1)(B+ M) VI +Q 
puisque, d’après (15), 


NS a+ Git S au(0 ) lilr Z ro S'e . 


PACA Dre 
8) Cf. 6), p. 113, Théorème 3. 
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Il s’agit maintenant d’évaluer une constante h>0 telle que 


(17) borne Sup m(t, Das... Dm) > À 
U<t<o, 
pour toute bicaractéristique. 
Nous savons dans la théorie des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, que pour toute intégrale (7) du systeme (5) et (6), dont 
les valeurs initiales (p,,...,Dm) satisfont à (12), nous avons 


è m—1 À A Li A 
(78) Pt; Dis. Pm) ba <7 / Dy Qir (T1 s Din) Di Dk 


m— i 
dans l'intervalle, où cette intégrale est définie et ò p2?>0. Par consé- 
i=1 


quent, d’apres (5) 
mU 


© A o o S] A A A A 
(79) at Lm (ty P15 Dr) -|/ D Qirlar, eee > Dm) Di Phe 
i,k=1 


Nous allons maintenant évaluer d’en bas le second membre de (79). 
Remarquons a cet effet, qu’en vertu de (16) 


! re 2 
D. (| $ 51) <4 mea |(l/ 892) +4], 
i=] {=} ; 


et, par consequent, 


2 
(80) D. DE —]1 +1) 


> à Pi -1| < <4 y meat (|]/ 


dans l'intervalle (23). D’autre part, d’après (8) et (13), 


(81) D —1; =0. 
i=1 t=0 
Il résulte de (80) et (81) que 
Mm’t 
(82) |/ Se sil 9 _Mm°t 


dans l'intervalle (23) puisque l'intégrale de l’équation 


di 
= = ¿m° M(y +1), 
telle que y(0)—0, à la forme 
Mm*i 
y(t) = 2—Mm't' 
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Nous déduisons de (82) l'inégalité 


dans l'intervalle 


+ 2 
(83) 0 <t< mn (a, Sarl 
d’où 
(84) Spee 
i=1 


dans l’intervalle (83). En particulier, lorsque les valeurs initiales p; satis- 
font a (12), nous avons, d’apres (15), (78) et (84), 
RE QUELS UE OR LR Tone a ee 
I< i pit 2 Minli, eym) Pi Pe <VI+N 2 Pi» 


d’où 
A ET 


dans l'intervalle (83). Les relations (79) et (85) impliquent, selon (15), 
l'inégalité 


Pe SVOl/ Sot > ae 


2 ay ie 
d’ou 

aes fe Seal Oi: 
86 DAT DES SEEN 

(86) (t, Pis- Dm) => NN 
dans l'intervalle (83), puisque æ,(0,D:,...,Dm)=0. En posant 


: 2 
6* = min g On) sant) 


il suit de (86) 
A f Q (6*—e) 
Lm 6* —€ Dm > — 
( s Pise Pm) 2VN+ 1? 
d'où, «>0 étant arbitraire, 


— | VQ ô 
borne sup @m(t Dm) Z -T = } 
ee P m(t Pis Pm) 2| N41 


pour toute bicaractéristique. Nous avons ainsi démontré le suivant 
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Théorème 2. Pour les portions des bicaractéristiques qui engendrent 
le conoïde caractéristique direct, nous avons 


borne sup Zm(t,Dis... Dm) > À, 


U<t 


ou la constante h>0O est définie successivement par les relations 


y= ò/I + Q[(m—1)(B+M)r!, ò* = min (0159, ’ sm) 


f 


Remarque 3. Le Théorème 2 nous informe sur la hauteur du conoïde, 


calculée à partir du plan æ,—0. Cette hauteur est supérieure à la con- 
stante h. 


Remarque 4. La constante h est indépendante de la forme parti- 
culière des coefficients «;, et ne dépend que des constantes R, M, N,Q, m. 


VIII. Les Théorèmes 1 et 2 ont été énoncés pour équation hyper- 
bolique de la forme spéciale (1). Considérons maintenant l'équation nor- 
male du type hyperbolique dans le cas général, c’est-à-dire l’équation 


(87) i Vik lUi y vy Cm) Ever. vo = (dir= Gi) 
i,k=1 : 

ou la forme caractéristique 

(88) D ARAN ony Aras 


i k=1 


a Mm—1 racines caractéristiques positives et une négative pour tout point 
{%,,....%m) en lequel l'équation est définie. 


Supposons que les coefficients a; soient de la classe C° dans le voi- 
sinage 


(89) > (1 — x)? L R, 
= 
et que nous ayons dans ce voisinage 


ip 
OD; 


2 lir 


© Qik o3 Aik | 
DELICI 


| —_ = 
(90) mu i TFIIA 


<M = (t,k=1,...,m). 


Admettons enfin que, pour tout point (2,,...,%m) appartenant au voisi- 
nage (89), soit satisfaite la suivante hypothèse: 


Hypothèse (H). Toutes les racines caractéristiques positives de la 
forme (88) sont supérieures au nombre Q =—0 et inférieures au nombre 
N > 0, tandis que la racine négative est inférieure au nombre —a, où a > 0. 
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Nous démontrerons qu’à l’aide d’une transformation des variables 
indépendantes, non-singulière, l’équation (87) peut être mise sous la 
forme spéciale (1) dans un voisinage du point (2:1,.….,#%»). Nous allons 
évaluer en même temps ce voisinage ainsi que les constantes M,N,Q 
(cf. Hypothèses sur les coefficients ai) pour l'équation transformée de 
manière que les Théorèmes 1 et 2 puissent être appliqués dans le cas 
général. 

Jl existe une transformation orthogonale à coefficients constants 


(T,) = > Air (L_— Tr) (C= L 2 neg): 


par laquelle l'équation (87) prend la forme 


m 


CU 
(91) wa Dik (X14 +++ 3m) => om, Om, = 0, 


de façon que la forme caractéristique 


(92) > Din (Xj, .-.5@m) Aap 


i,k=1 


se réduise pour (2j,...,Um)=(0,...,0) à une combinaison linéaire des car- 
rés À”, les coefficients de IERA As étant les racines caractéristiques po- 
sitives et celui de 2% étant la racine négative. Ceci résulte du théorème 
sur la réduction des formes quadratiques à la forme canonique. Les ra- 
cines caractéristiques étant invariantes par rapport aux transformations 
orthogonales, nous avons donc en particulier, en vertu de l’hypothèse (H), 


(93) nm (0 ss, 0) << — 0. 


Les nouveaux coefficients aj, s’obtiennent des coefficients ap, de la façon 
suivante 


m 


(94) Mik (14+. Lm) = 22 pCa Opg (Lr +++ ym) (pe. 
P,g= 


La transformation (T,) étant orthogonale, il en résulte que les coefficients 
ax satisfont aux inégalités 

o dix 
CT; On; 9x, ox! 


4; 
AL? A? 
Cn; AR 


Car 
OX; 


(95) | dirl, 


| <mST (i,k, =1,2,...,m)} 


? 


dans le voisinage 


(96) / Sar<R. 


I=1 
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Les racines caractéristiques de la forme (92), identiques à celles de la 
forme (88), satisfont à l’hypothèse (H) dans le voisinage (96). D’après 
(93) et (95), nous avons 


(97) Amm (4 322 3 Em) <— 5 
dans le voisinage 

98 | x? < R’ = min (7 +) 
(98) VS i "Ooms M 


Introduisons à présent une nouvelle transformation des variables 
indépendantes 


(T) Ti = Qildi 5 Um) ((= 1,2; 


L’équation (91) prendra alors la forme 


(99) 2 Lik (yy +00 Em) Fa = n + 5 b;( (Tise je = 0, 
ou 
(100) TAH (heen) = n CUa ORon; 
ik\“19° m PQ\W19*9*94%m Oa, Oy’ br 
p,q=1 q4 (To T 


les b; sont faciles à calculer et n’interviennent pas en outre dans la con- 
struction du conoïde. Nous allons choisir la transformation (T,) de ma- 
nière que la première somme dans l'équation (99) prenne la forme du 
premier membre de l'équation (1) au voisinage du point (0,...,0). Posons 
à cet effet 


(101) Oa 0) — ne 
Nous aurons alors, selon (100), 

Amm (E eee ENT) = Gun (xy pee nj 
donc, d’après (97), 


> = = a 
(102) Ümm (Xyy+++)%m)7,) < rey 


dans le voisinage (98). Nous exigeons avoir ensuite 
im Em) = 0 (i=1,2,..,m—1), 
e’est-a-dire, selon (100), que les fonctions p:i, (t=1,2,....,m—1), soient 


choisies de façon à satisfaire à l’équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre 


1 e.e) — TM 
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ou, ce qui revient au même, selon (97), à l'équation 


ON lm 22 | 
(193) On el Amn CE, 
=1 
Posons 
+) &pm > 
C(t; Em) = = (p=1,2,...,m—1). 
Nous avons alors, d’après (95) et (97), 
P = M Gy | _ ave = more, 64m" M? 
p| 4 TAR EA ESA 
(104) 
ME o: ci 576m2° M: 
| on; 00,02)| — a“ 
dans le voisinage (98). Désignons par 
Lp = Yp(D, Fy M3. 3m 1) (p=1,2,...,m—1) 


Vintégrale du système d’équations différentielles ordinaires 


’ 


(105) = C,(21,-.-;@m—1 D) (p= 1,2,...,m— 1), 
déterminée par les valeurs initiales 


PENES Moss Nm=1) = Np (p= 1,2,...,m—l1). 


Il est aisé de voir, en vertu de (104), que toute intégrale du système (105), 
issue d’un point E = Lm, Np = Lp, (p= 1, 2,...,m—1) appartenant au voisinage 


Parr RE oo A 
(106) BE <R" =R IV m tees seas || 


existe pour æ—kR". Il en résulte que les fonctions 


Ppl, a Dm) =Y (R , Wing Li» eee »Em—1)—pp(R'",0 4050) 
(p=1,2,...,m—l1) 


(107) 
sont définies dans le voisinage (106). Les fonctions c, étant de la classe Cf, 
les fonctions y, le sont aussi et satisfont à l’équation (103)°). Le jacobien 


DP yy «++ 3Pm—1) 
108 meee LE à LS 
(193) D(L -3 ne) 


°’) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, p. 155° 
Satz 1. 
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est différent de zéro. La transformation (T,), avec gp, (p=1,2,...,m —1) 
définies par (107) et gn=2n, est donc de la classe C3 dans le voisinage 
(106); son jacobien (égal à (108)) est différent de zéro et la premiere 
somme dans l’équation (99) devient 


m—1 
Du cu 
> 7 T ee X mm Um te a 
(109) 2 Gas. sn m) 55 DE + rm T9 00052 oe 
ou la forme caractéristique 
ni- 1 popi 
(110) D Win (By -y Em) Aan 
R= 


est positive, définie, et @mm<0, les signes des racines caractéristiques 
d’une forme quadratique étant invariants par rapport aux transforma- 
tions affines. 

Il s’agit maintenant d’évaluer: 

1° le voisinage dans lequel les coefficients aj, existent, 

2° les modules des coefficients a, et de leurs dérivées du premier et 
du second ordre, 

3° les valeurs maxima et minima de la forme (110) sur la sphère 


m—1 
unitaire > 4; =1. 
i=1 
Ad 1°, D’après (100), il faut évaluer le voisinage de l’existence de la 
transformation (T; `). Les fonctions y, satisfaisant au système (105), nous 
avons, selon (104), en appliquant la méthode des inégalités différentielles 


| gi | 
ELA |3 


D: 
IL IEn OT, 


dpi 
ox; |’ 


(111) 


dans le voisinage (106), où 


D = 3072m”? (3 +17m + 24m) DE exp 


16m" (3 + m +m?) — "| 41. 


D’après un théorème bien connu 1°), nous avons, dans le voisinage (106), 
D ) R” m-1 
Pise s3Pm—-1) _ | à set de), 
TE — EX 
D(D,,...,Dn—1) p 2 
donc, selon (104), 


(112) D(Py ss» m—1) 


- >E 
D(a 5 ..+;0m-a) 


10) E. Kamke, loc. cit. 
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dans le voisinage (106), où 


M? 
E = exp —16R"(m—1) m0 oe 


Puisque le jacobien J de la transformation (T,) est égal à (108), nous 
avons, selon (112), 


(113) \J | >E 

dans le voisinage (106). En vertu de (111) et (113), nous avons !) 
(114) all (p; di, Lm) < MD, 

(115) all (P3; M1... Lm) > E({mD}-" 


et, selon (107), 
Di (0e DD (p=1,2,..,m). 


Il en résulte que la transformation (T°) est définie dans le voisinage 


(116) // Y F< R"E(mD)—. 
i=1 


Ad 2°, En désignant par 
(Dee) ©; = Yi (Las Em) (C= len 


la transformation (T°), nous avons, dans le voisinage (116), en vertu 
de (111) et (113), 
(117) 


A 
—- A ym 
OT; CH] 


+ 4 


<F 
0%; i 


? 


où 
F = m24+1 pen Ff , 


D'après (95), (100), (111) et (117), nous avons, comme il est facile de 
voir, 

x Olik 
(118) ane 


EL 
JE; 


< Gj 
OT) JE] x 


? 
dans le voisinage (116), où 
G=12m M DF +1}. 
Ad 3°. En vertu de (100), la forme quadratique 


m—l 


(119) DE can 9h) A Ant an (Tii Em) Ane 


ik=} 


ECE E). 
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est l’image de la forme (92) par l'intermédiaire de la transformation 
linéaire 


m 


v0 ; 
(120) i= 2 SAA CCR | 


Nous voyons aisément que, pour l’allongement supérieur de la trans- 
formation (120), la limitation (114) a lieu. En désignant par 8,< %,<...< Sm 
les racines caractéristiques de la forme (119), nous avons donc (en vertu 
de l'hypothèse (H), des propriétés extrémales des racines caractéristiques 
et selon (118)) les inégalités 


(121) 81 = |@mm| < G, 0<3,< Nm?D (i=2,3,...,™), 


d’où, en particulier, 


m=] m—l 
(122) Sm = max X Gedid,<Nm?D? sur la sphère X 4=1. 
est i=1 


Désignons par id et A respectivement les déterminants des formes 
(92) et (119). Le déterminant de la transformation (120) étant égal au 
jacobien J, nous avons 


[Bil 82 8m = |4] = |T- |4], 
et puisque, d’après l’hypothèse (H), 


| A > aQm-A1, 


il vient, en vertu de (113), 


(123) 181-885, > Eao. 


Selon (121) et (123) 
h aml G1 (Nm2D2)2—" , 
done 
171—| 
Sa NT ia Air > Eea G- Nm2D2)2— 
(124) ki 


sur la sphère © 4—1. 


En divisant (109) par —a,n( 0) et en posant 


a lik 
I Ten 
Amm 


Amen =, 
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nous avons l'équation de la forme (1) à laquelle s’appliquent, en vertu 
de (102), (116), (118), (122) et (124), les Théorèmes 1 et 2 avec 


3 N m2 
a a 


Q — E’aQm-16G-2 ( Nm D?}-", 


M — 


où 


na Ole =i 
a b == a P! 1p / ae on 4m M? | 
k = minl, Sy). k =4k (m—1) u ESA 


Ms F MR 
D = 3072 m*9(3 + 17m + 24m?) es XP 16m" (3 +m -+ m?) q3 R”| +1, 
E = exp | 16.R°’(m—1)m**°— | 4 F = m2rt1 [3m -2 H-3, 
a 


G = 12 m MDF +1}. 


Remarque 5. En vertu de (101) et (T,), les plans m= const se 
transforment par lintermédiaire de la transformation T, T, en les plans 
D Amka = Const. Il en résulte que le Théorème 2 donne l'évaluation de 
i PME du conoide caractéristique de l'équation (87) en direction ortho- 
gonale aux plans SU couse a partir du plan = Amk (Lx — Ly) = 0. 


—_ 


SUR LES OBJETS GÉOMÉTRIQUES DE LA CLASSE ZÉRO QUI 
ADMETTENT UNE ALGÈBRE 


Par H. PIDEK (Kraków) 


introduction 


Considérons l’espace à une dimension X,; nous y envisagerons des 
objets géométriques spéciaux de la classe zéro !) à une composante. L’en- 
semble de tels objets sera désigné brièvement par K. 

Les règles de transformations des objets du type K ont été étudiées 


par S. Gołąb dans: „Sur les objets géométriques non différentiels“ (Bull. 
de VAcad. Pol. de Sc. 1949). Désignons notamment par é et £ les coor- 
données, dans deux systèmes quelconques B et B, du point courant £ 
et soit en = un objet géométrique du type K. S. Gołąb montra que, 
pour que x et x soient les composantes de cet objet dans les systèmes 
B et B, il faut et il suffit qu’entre ces composantes existe la relation de 
transformation: 


(0.1) x= q[Q(x, 6), €] 


où Q(æ,Ë) est une fonction arbitraire ayant les propriétés suivantes: 
a) Q(x,Ë) est déterminée pour — co < & < œo (puisque £, comme coordonnée, 
peut prendre toutes les valeurs possibles) et pour + d’un intervalle (a,b) 
(fini ou infini) déterminant le champ de variation de la composante de 
l’objet; b) Q(x,é) doit être inversible par rapport à la premiere variable 
dans tout son champ de variation. 

Si l’on désigne par qg(¢,&) la fonction inverse à Q(x,¢), les équations 


= = (x, E) 


Soe z= q(t, é) 


seront équivalentes et l’on aura l'identité 


(0.3) JE), lt. 


1) Suivant la terminologie introduite par MM. Schouten et Haantjes dans le 
travail On the theory of the geometric objects (Proc. Lond. Mathem. Soc. 42 (1937), 
356-376), on appelle objet géométrique spécial de la classe zéro tout objet dont la règle 
de transformation s’exprime par des fonctions qui ne dépendent pas des dérivées des 
fonctions transformant les coordonées. 
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Définissons 
(0.4) a(x, E, E) = g[Q (x, €), E]. 


La fonction a(x,Ë,£) — comme on le voit d’après la formule (0.1) — 
donne directement la règle de transformation de l’objet étudié. 

Les mêmes objets, c’est-à-dire ceux qui ont la même règle de trans- 
formation, peuvent provenir de deux fonctions différentes Q. C’est donc 
la fonction a(x,é,¢) qui décide de l’objet et non la fonction Q(#,¢). Nous 
allons démontrer, a cet effet, la proposition suivante: 


Proposition 0.1. Si la règle de transformation d’un objet géométrique 
du type K est donnée à l’aide d’une fonction Q,(x,£), à cet objet conduisent 


toutes les fonctions Q(x,E£) (et seulement ces fonctions) qui peuvent étre 
écrites sous la forme 


(0.5) Q(@,€) = 2{Qo(w, €)} 
où Q est une fonction inversible quelconque d’une variable. 


Démonstration. Supposons que la fonction Q puisse etre écrite 
sous la forme (0.5). Alors, en résolvant par rapport à œ l’équation 
¢=Q(x,é), on a, en vertu des relations (0.2), 


(5, È) = ot $25), 5}, 
où le symbole £2—! désigne la fonction inverse à 2. De la 
qilm, E), E] = gle, E), €], 


ce qui signifie qu’à toutes les fonctions Q(xv,&) de la forme (0.5) corres- 
pond une même fonction a(z,é,é). 


Supposons maintenant que les fonctions P(æ,Ë) et Q,(x,é) correspon- 
dent à une même fonction a(v,&,£). Elles vérifient donc la relation 


pi P(x, €),E]= q[Q (s, E), €] 


pour tous les ¢, £ et pour tout x de l’intervalle (a,b). Cette relation peut 
étre mise sous la forme 


P{qolQo(#,£),£],£}=P(a, é). 
En y posant £= £, £=é,, E= E (où aye (a,b) et & est arbitraire), on a 
Pll Volo Fo) 56], 5} = P(X, &o). 


On voit de cette forme que la fonction P(x,£) est constante le long des 
courbes 


L= Jol Q oo » £0), $] 
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dans le plan (£,x) pour tous les x,,£,. L’équation de ces courbes peut 
être récrite sous la forme 


Q(T, F)=Qo(®o, 0). 


On voit de là que ces courbes sont les izohipses de la fonction Q(x, £). 
La fonction P(x,£) qui est constante le long de ces izohipses peut donc 
étre écrite 


(0.6) P(x, &)=2{Q0(x, 5)}. 
D’une manière analogue, on arrive à la relation 
(0.7) Qt, E) = 2{P(a, £)}. 


Les relations (0.6) et (0.7) ne peuvent avoir lieu simultanément que si 
la fonction 2 est inversible dans le domaine de sa variation, c. q. f. d. 

Dans le cas où Q(x,Ë) ne depend pas de é, la fonction de transfor- 
mation prend la forme particulierement simple 


a(x ,é,é) =a, 


et l’objet se réduit à un scalaire (la composante x ne dépend pas du sys- 
tème des coordonnées). Autrement dit, les scalaires sont des objets géo- 
métriques du type K, dont la règle de transformation est donnée par 
une fonction arbitraire Q(xv,&) inversible par rapport à x et qui ne depend 
pas de £. 

Le sujet du présent travail est le probleme, posé S. Gotab, concer- 
nant l’algèbre des objets du type K. Ce probleme est le suivant: l’ex- 
pression /(2%,,%,...,¥,) représente-elle un objet du type K si l’on suppose 
Lys Toy. En Aes Composantes de n objets du type K assujettis à la même 
règle de transformation et f une fonction arbitraire de n variables ? 

Pour les scalaires, la réponse est banale et peut être énoncée par la 
proposition évidente suivante: 


Proposition 0.2. Si Xy,X_,...5Ln désignent les composantes de n sca- 
laires arbitraires et f est une fonction arbitraire de n variables, alors 
f(X1)q5.+2y2n) est également composante d’un scalaire. 

Cette proposition cesse d’être juste pour des objets du type Æ qui 
ne sont pas des scalaires. 

Dans ce travail nous traitons les cas, où n=1 et n=2 (le cas général 
sera l’objet d’un travail ultérieur). Il s’avere que pour n=1 toute fonc- 
tion inversible représente un objet du type K. Par contre, pour n=2, 
il y a toujours (a certaines conditions de régularité) des objets pour les- 
quels aucune fonction f n’est un objet du type K. 

S'il y a (pour n=2) des fonctions /(x,,x.), dépendant de deux va- 
riables 2, £a, telles que f(x;,,x.) représente un objet géométrique du type K 
(même si elles ont des règles de transformation différentes de celles de 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 8 
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%,%) nous allons dire que les objets 7,2, ,admettent une algèbre“. 
S'il n’en est pas ainsi, nous dirons que %,,%, ,,n’admettent pas d’algèbre“, 

Dans toutes les considérations ultérieures, nous allons désigner briè- 
vement par F(r,,.. am), ElL yeer) pey F,(4,,..,&,) les dérivées partielles 
de la fonction F(a,,...,x,) respectivement par rapport aux variables 
L15Tos5.Ln. Le symbole G— désignera la fonction inverse à G. En outre 
Ki sera l’ensemble de tous les objets du type K dont la règle de trans- 
formation peut être donnée par la fonction a(z,é,é) de la classe O‘ (dé- 
rivées continues d’ordre i). 


$1 


Les considérations du présent paragraphe s’appliquent au cas où 
n est naturel quelconque. 

" Supposons que 2,,%,...,%, Soient les composantes de n objets géo- 
métriques du type ayant la même règle de transformation donnée 
par la fonction Q(x,ë). Soit en outre f(u,,...,_u,) une fonction arbitraire 
de n variables, déterminée pour les u; de l'intervalle (a,b). D’après une 
proposition de S. Golab, la condition nécessaire et suffisante pour que 
f(Xy)Xqy..+5Xn) et f(X,,%_,...,2,) Solent composantes d’un objet géométrique 
du type K respectivement dans les systèmes B et B consiste en ce qu’il 
doit exister une fonction P(x,£) inversible par rapport à la prémiere 
variable qui vérifie l’équation 


(1.1) f(z, ’ Lo y re.) Tn) E p {Pl f(a, » Lo y evs Da) £] pé} 


Cette équation, en tenant compte de la supposition que #,—q{Q(æ;,£),Ë£] 
(pour i=1,2,...,n) prend la forme de Pidentité 


(1.2) KAER E], -lEn E), EN) = piP a... Bn), 81,8), 


qui doit être satisfaite pour tous les €,é et pour les x; de l'intervalle (a,b). 


En appliquant, à légalité L,—Z,, lopération P(L,,£)—P(L,,&) et en 


utilisant la relation P[p(y,£),£]— +, on peut récrire l'identité (1.2) sous 
la forme équivalente suivante: 


PF {QL Q (a1 8) 5] «++ Q(œnE), ET) $3} = PE du), É}. 
On en conclue (en raisonnant comme dans la demonstration de la pro- 


position (0.1)) que la fonction P(#,é) ne vérifie ’équation (1.1) que si 
elle est constante le long des courbes de la famille 


(1.3) æ= fi{qler,&),---, Glen, ET}. 
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On constate donc que, pour que la fonction f(z,,...,%,) représente un 
objet géométrique du type K, il faut et il suffit qu’il existe au moins 
une fonction des variables x, constante le long des courbes (1.3) et in- 
versible par rapport à la variable x. Cette fonction, désignons la par 
P(z,é), donne la règle de transformation de l’objet /(#,,...,%,). De la pro- 
position (0.1) résulte que toutes les solutions possibles de l’équation (1.2) 
peuvent être obtenues de cette fonction à l’aide de la formule 


(1.4) P(x, €)=M{P (x2, €)} 


où // est une fonction inversible. 
Apres avoir fait ces remarques préliminaires, passons aux cas de 
n=l et n=2. 


82. n=l 


Proposition 2.1. Si x est la composante dun objet géométrique du 
. type K avec la règle de transformation donnée par la fonction Q(x,&), toute 
la fonction inversible arbitraire f(x) d’une variable represente un objet géo- 
métrique du type K, dont la règle de transformation est donnée par la fonc- 
tion de la forme 


(2.1) P(&,6) = IFE), 61} 
où If est une fonction inversible quelconque. 


Démonstration. Pour une fonction f d’une variable, l'équation (1.3) 
prend la forme 


w= fiale, CS. 


Si Pon suppose l’inversibilité de la fonction f, la dernière equation peut 
être résolue par rapport à la constante c 


c= QU x), 5}- 


Evidemment la fonction P{x,£)—Q{f {x),é£} est constante ie long des 
courbes données par l’équation de tout à l’heure. La fonction f repré- 
sente donc un objet géométrique du type K et, en vertu de la formule (1.4), 
la règle de transformation de cet objet est donnée par la fonction (2.1). 


§3.n=—2 


Introduisons les notations suivantes: D — domaine des points (2, &), 
déterminé par les inégalités —oo< < +20, a<x<b; G—domaine des 
points (x,y), déterminé par les inégalités a< x, y<b (carré dont une dia- 
gonale est sur la bissectrice des angles droits du 1* et du 3'™* quadrants). 

Q* 
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Proposition 3.1, 1°. Si x,y sont des composantes de deux objets géo- 
métriques du type K? avec la même règle de transformation et s’il existe une 
fonction f(x,y) de classe C? satisfaisant dans le domaine G aux conditions 


(3.1) h(t,y) F0, = fav, y) 40 


et représentant dans celui-ci un objet géométrique du type K', la fonction 
Q(x,&), a l’aide de laquelle est donnée la regle de transformation des objets x,y, 
peut être écrite dans le domaine D sous la forme 


(3.2) Q(x, §)=2{O(€) L(x) + D(E)}, 


où 2,0,L et D sont fonctions d’une variable. 


2, a) Si la fonction Q{x,Ë) peut être écrite dans le domaine D sous 
la forme (3.2) 7), la fonction 


(3.3) f(x, y) = P{L(x) + yL{(y)}, 


où y est une constante arbitraire et  — une fonction inversible arbitraire, 
représente un objet géométrique du type K avec la règle de transformation 
donnée par la fonction 


(3.4) P(@,&)=11{O(E) P(x) + (1+) O(5)}; 


où IT est une fonction arbitraire inversible d’une variable. 


b) De plus, si la fonction a(x, E, €) est de la classe C?, ® et O — de la 
classe C1, L — de la classe C?, et D et © ne dépendent pas linéairement entre 
elles 3), toute fonction f(x,y) de la classe C? satisfaisant, au point (x,y) du 
domaine G, aux conditions (3.1) et représentant un objet géométrique du 
type K1, peut être écrite sous la forme (3.3) dans le voisinage de ce point. 


3°, a) Si la fonction Q{(x,£) peut être écrite, dans le domaine D sous 
la forme 


(3.5) Q(x, E) = Q{L(x) + D(E)}, 
la fonction 
(3.6) f(x,y) = P{L(2) + yL{(y) + xiL) — Lly), 


où y est une fonction arbitraire, y — une constante quelconque et ¥ — une 
fonction arbitraire inversible, représente un objet géométrique du type K 


3) La fonction Z est inversible, car la fonction (z,£) est inversible par rapport 
& la premiére variable. 

2) Si les fonctions © et © sont linéairement dépendantes, la fonction Q(z, £) peut 
étre écrite sous la forme (3.5). 
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avec la règle de transformation donnée par la formule 
(3.7) P(x ,&)=11{ Pa) + (y +1) P(€)}, 


ou IT est une fonction inversible quelconque. 

b) Si, en outre, la fonction a(x, é,&) est de la classe C?,  — de la classe C1, 
L— de la classe C et P(E) =Æ const *), toute fonction f(x,y) de classe C? satis- 
faisant, au point (x,y) du domaine G, aux conditions (3.1) et représentant 
un objet géométrique du type K1, peut être écrite sous la forme (3.6) dans 
le voisinage de ce point. 

Afin de rendre plus claire la démonstration de la proposition que 
nous venons d’énoncer, décomposons la en plusieurs lemmes. 

Lemme 1. Si x,y sont des composantes d'objets géométriques du type K? 
avec la même règle de transformation donnée par la fonction Q(x,¢), toute 
fonction f(x,y) de la classe C? satisfaisant, au point (x,y), aux conditions (3.1) 
et représentant un objet géométrique du type K1, vérifie, pour toutes les va- 
leurs de £ dans le voisinage du point (x,y), Véquation 


(3.8) g(x,y) AlE, E) + golw,y)Aly,€) + o(@,y)[Ai(@, E) — 2Y, €)]=9, 


où 


(3.9) AO) ia y) 
et 
(3.10) A(x, &) Žala, £, E) (a(a, &, E) Žale, E), €). 


Démonstration. La fonction f(x,y), représentant un objet géomé- 
trique du type i}, vérifie (en vertu de la formule (1.2) et de la défini- 
tion (0.4)) Pidentité 


fiala, é, é), a(y,é,é)J= biley), 8, €], 
la fonction du membre droit 


D(x, é, E) = pLP(x,6),€] 


étant différentiable. En différentiant les deux membres de cette identité 
par rapport à x et y, on a 
(3.11) fila(æ, 8,8), a(y,&,é)] a alt, £, £) = b,[f(æ y), é, £] f(x,y) 

fola(x,é,&), a(y,é,Ë)] E é)= b, [f(x y) EE] fala, y). 


De la supposition (3.1), on a que f,(7,y)=40. D’autre part, en vertu de la 
continuité de cette fonction, elle sera différente de zéro dans un certain 


4) Si la fonction ® est constante, la fonction Q(z,&) ne dépend pas de la deuxième 
variable et l’objet considéré se réduit à un scalaire. 
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voisinage du point (x,y). Puisque la fonction a(æ,Ë,£) est continue et 
a(x,Ë,Ë)=#æ, on a, pour & et £ suffisamment voisins, 


fala(x,é, €), a(y,é,é)] #0. 


On peut donc éliminer des équations (3.11) la fonction b, et, en tenant 
compte de la définition (3.9), récrire le résultat obtenu sous la forme 


gla(æ, ë,ë),a(y,6,€)]a(æ, €,€) = g(æ,y) aly, Ë, £). 


En différentiant cette relation par rapport a &, on aura 


g,[a(a, £, £), aly, €,&)}a,(x,&,£) a(x, &, €) 


+ gol a(x, EE), aY, E, E) Ja (L, E, &)an(y, E, E) 
+ gla(x,é, E), a(y,£,Ë)] do, È, £) =G9(L,Y) Ay 2(Y, Ee). 


On posera dans Videntité obtenue é=é, en remarquant que la différen- 
tiaticn de Videntité a(x,é,é)=a donne 


(3.12) a(x, é, £)=1. 


Il suffit de considérer la définition (3.10) pour arriver à l’équation (3.8), 
cq- iad. 

Remarquons encore qu’on obtient de la définition (0.4), en différen- 
tiant, les relations 


a,(@,£,£)= G[Q(w, E), EIQ, é), 
a(x, £,£)= (Q(x, E), Ells, E). 
En posant =€, on a, en tenant compte de l'identité (3.12) et de la dé- 


finition (3.10), une relation importante pour nous entre les fonctions 


Q(x,6) et A(x, ¢) 


(3.13) Uw. 2) = sal 


Lemme 2. Ki x,y sont les composantes d'objets géométriques du type K? 
avec la même règle de transformation donnée par la fonction Q(x,£) et si la 
fonction f(x,y) de la classe C satisfait dans G aux conditions (3.1) et re- 
présente un objet géométrique du type I}, la fonction Q(x,&) peut être écrite, 
dans le domaine D, sous la forme (3.2). 


Démonstration. Il s'ensuit, des suppositions et du lemme 1, que 
la fonction f(x,y) vérifie l’équation (3.8) en chaque point du domaine D 


= 


et pour toutes les valeurs de £. Les fonctions qui figurent dans cette 
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équation étant différentiables, on aura, en passant aux dérivées par rap- 
port à æ et en posant ensuite æ—, 


(3.14) — [Goi(,@) + Qur(@, @)JA(@, E) + g(æ,x)A(x,Ë) + g(x,æ) (x, £)= 0. 


Supposons que À ne soit pas identiquement égale à zéro dans le domaine D. 
Remarquons que si l’on avait À= 0, il viendrait, en vertu de (3.13), Q,=0 
et l’on aurait affaire à un scalaire ce qui était déjà considéré auparavent. 
Ou peut affirmer que la fonction g(x,x) est constante dans l'intervalle 4 
faisant partie du voisinage du point #, pour lequel la fonction À(x,,Ë) 
n’est pas nulle pour une certaine valeur &,. En effet, en posant dans 
l'équation (3.8) y=a, on a 


Lgi(@ 2) + go(v, x) ] A(x, Ë) =0, 
d’où 


g(@,@) + g(x, x) = 0 

_ dans l'intervalle considéré À. Puisque (0) + gle, s) = © g(æ,æ), il suit 
g(x,x)—const— c dans A et, d’après la supposition (3.1) et la définition (3.9), 
on doit avoir c-Æ£0. Remarquons en outre que 


d 
Gos(2,2) + Jul, s) = F- (7,2), 


et désignons par u(x) la fonction 
ar L 
ua) EÈ | gular, de 


(la fonction g.(x,æx) est continue et, par suite, intégrable). L’équation (3.14) 
prendra alors la forme 


(3.15) w(x) A(x, &) + w(x) Ay(@,€) + Aule, E) = 9. 
Pour une valeur fixe de € l’équation (3.15) sera une équation différen- 
tielle ordinaire du deuxième ordre par rapport à la fonction A(x,é). Posons 


(3.16) L(@) = Pear. 


Un calcul facile montre que les fonctions 


_ L(x) Mas | 
L'(x)’ AE en L'(x) 


sont les solutions, indépendantes entre elles, de l'équation (3.15) (la fonc- 
tion L définie par la formule (3.16) ne peut être constante). Il s'ensuit 
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que pour un ¢ fixe la solution générale de cette équation sera égale à la 
fonction 


Hag) = AL 


(CG, — deux constantes arbitraires). En faisant varier le paramètre £ 
dans l'équation (3.15), on voit que chaque solution de cette équation 
dans l'intervalle 4 est de la forme 


(3.17) ace oe 


La formule (3.17) est juste dans l’intervalle entier (a,b). Pour le dé- 
montrer, on supposera le contraire, c’est-à-dire que V’intervalle 4, dans 
lequel la représentation (3.17) est juste, ne puisse être étendu à l’intervalle 
entier (a,b). Ceci ne pourrait avoir lieu que s’il existait une valeur de x 
à l'interieur de (a,b) telle qu’on ait 


(3.18) A(&, €) = 0 


pour tous les ¢. Désignons pour cela par E l’ensemble de toutes les valeurs 
de % de l'intervalle (a,b) pour lesquelles on a (3.18). A cause de la con- 
tinuité de la fonction 1, l’ensemble Æ est fermé. Le cas où E se confond 
avec l'intervalle entier (a,b) a été exclu auparavent. Il s’ensuit que l'en- 
semble restant 

- R=(a,b)— E 


doit être un ensemble ouvert non vide. Il est facile de voir que les cas 
suivants donnent la disjonction complète: 

I. E se compose d’un seul point z. 

II. R se compose d’un seul intervalle dont l’une des extrémités est Z 
et l’autre se confond avec l’une des extrémités de lintervalle (a,b). 

III. R renferme au moins un intervalle ouvert dont les extrémités 
Lı, Xa sont des points intérieurs de l'intervalle (a,b). 

Supposons d’abord l’eventualité I. Dans ce cas dans l'intervalle fermé 
(a,%) on a 


py _ DE) L(@) + pi(é) 
(3.192) À(æ, Ë) = ae) ’ 


et, dans l'intervalle fermé (x,b), 


DE) L(x) + P(E) 
awe = Vols 
(3.19b) A(æ,Ë) L'{x) 
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En posant, dans les formules (3.19), v=, on a 


pı()=—L(T) eE), PaE) = —L(x)0,(£) 


ce qui donne 


DE) et , pour agr 
Mx, Ë) = 
[o 2) DE EE pour 42<%<b 


L'(æ) 


En différentiant ces relations par rapport à æ (ce qui est possible d’après 
nos suppositions), il suit 


L(x) —L"(æ)[L(x) —L(z)} 


(3.20) A(x, €) | CAC L'{x) , pour az vaT 
° 1 ? = L’? Sy” Vb L N 
K RTE EE, pour #<a2<b. 


En posant v=, on a 
P(E) = Palë) 


et, par suite, 
PAE) = Pals). 


La formule (3.17) serait ainsi juste, contrairement à la supposition, dans 
Vintervalle entier (a,b). 
Supposons maintenant le cas II et soit 


yg) = AO) + 0) 


pour a<a<&, 
ACE = pour %#%<%<). 


> 


Un raisonnement semblable au précédent conduit au résultat 
p()= —L(Z)-0(¢). 
De la, en passant à la limite du côté gauche, on a pour x 
A(z, 5) = 9. 
En passant à la limite du côté droit, on a pour tx 
5(£) =0, 


c’est-à-dire À(x,£)=0 dans le domaine entier D, ce qui est contraire a la 
supposition. 


122 H. PIDEK 


Passons à la dernière des éventualités (IIT). On a alors dans l’inter- 
valle fermé (x,,2%:) 
_ O(E) L(x) + plé) 
A(x, E) = ~ aie ` 


Puisque 2(x,,¢) =A(x,,¢) = 0, il en résulte 


HE) L(x) + pÈ) = 0(F) L(x) + pE), 
ce qui donne 
O(5){L( 2) —L(x,)} = 0. 


Puisque 3(£)==0, il s’ensuit que L(x,;)—L(x,), ce qui est en contradiction 
avec la supposition d’inversibilité de la fonction L(x) dans Vintervalle 
(a,b). 

Ainsi donc la proposition se trouve démontrée. La formule (3.17) 
est done valable dans l'intervalle entier (a,b). En revenant a la formule 


(3.13), on voit que la fonction Q(x,£) vérifie dans le domaine D l’équa- 
tion différentielle 


L'(@)Q2(@, E) = Q(x, EOE) L(x) + (€)]. 


Les caractéristiques de cette équation linéaire aux dérivées partielles 
vérifient l’équation différentielle ordinaire 


[p(é) +d(é)L(x)]d£ + L'(x)dæ= 0. 


En multipliant cette équation par le facteur intégrant el © = on arrive 
à une équation à différentielle totale dont la première intégrale a la forme 


f oleje Os dE + Lloje POE, 


En introduisant les notations 
TEE S EPOE. dz, O(g) = e OR, 


on voit que Q(x,é) est de la forme (3.2) dans le domaine D. Le lemme 
est ainsi démontré ainsi que la partie 1° de la proposition 3.1. 


Lemme 3. Si la fonction Q(x, £) peut être écrite sous la forme (3.2) dans 
le domaine D et si ® et © sont de la classe C1, L de la classe C?, O et D wétant 
pas linéairement dépendantes entre elles, alors toute fonction f(x,y) de la 
classe C?, qui satisfait, au point (x,y) de G, aux conditions (3.1) et repré- 
sente un objet géométrique du type K1, peut être écrite sous la forme (3.3) 
dans le voisinage de ce point. 


Démonstration. Si les suppositions de régularité faites au début 
sont satisfaites, la fonction f(x,y) doit, en vertu du Lemme 1, vérifier, 
dans le voisinage du point (z,y), l'équation (3.8) pour toutes les valeurs 
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de é. Pour la fonction Q(x,é) de la forme (3.2), on aura, en vertu des 
suppositions, 
L(x)O'(E) + BE 
(3.21) A(æ, E) = nL 
et, de la, 


_ L(x)0"(é) — L''(a)[L(a)0'(é) + DE _ OE) _ L(a) 
Clon hisdir OM en men) ee 


L’équation (3.8) prendra la forme 


(3.22') late TO sename [neo + Tr ote, w) | 0,90. 


Si Von y substitue 7 à la place de &, on aura une équation analogue 


D(x) L''(y) 


(3.22%) A E Fi gy NOs A(æ, n) + PONE Lig dev) A(y,n)= 0. 


En profitant de la formule (3.21), on calculera facilement que 


(A(w,&) AY, E ) L(æ)— L(y) 


|A(w,n) Ayn)! O(8) Am) L (a) L(y) 


O"(E) D'(£) 
O'(n) D'(n) 


La fonction L étant inversible, le premier facteur du membre droit de 
la dernière identité est identiquement égal à zéro dans le voisinage du 
point (x,y). Le second facteur ne peut pas être identiquement nul car, 
si contraire, on aurait une relation linéaire entre Ø et ©, ce qui a été 
exclu. Il en résulte qu’il est possible de choisir des valeurs pour é et 7 
telles que le déterminant 


bris OS) 
O(n) (n) 
soit différent de zéro. Dans ce cas le système (3.22) pourra être récrit, 
dans le voisinage du point (x,y), sous la forme 


L(x) L(y) 


(3.23) glay) Tay MEY) 0: E E 


g(æ,y)= 0. 


On à supposé que la fonction f(x,y) vérifie les conditions (3.1) dans le voi- 
sinage du point (x,y). Il s'ensuit que g(x,y) est différente de zéro dans 
le voisinage de ce point et que le système d'équations (3.23) peut être 
récrit sous la forme 


/ fifa, y) _ L(x) 
yer (ay) La) 
(3.24’”) g(®,y) L(y) 


g(x,y)  L'(y) 
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L'intégration par rapport à x des deux membres de l'équation (3.24’) 
conduit à la conclusion que la solution générale de cette équation est 
la fonction 


où o(y) est une fonction arbitraire, différente de zéro, de la classe C1. 
On prouve de même que la solution générale de l’équation (3.24’’) est 
la fonction 


g(x,y) = Ta 


où t(x) est une fonction arbitraire de la classe C1. Donc, si g(x,y) doit 
être une solution des deux équations à la fois, les fonctions t et o doivent 
vérifier: la rélation 


U2) OL (2) 

L'(y) oly)’ 
c’est-à-dire 

oly) _ Li(a) 

Ly) q(x) 


e’est-a-dire si 
a 1 / 
t(x)=yL (x)  o(y)— aa (y), 


où y est une constante différente de zéro. La solution générale du sy- 
stème (3.24) est donc la fonction 


TB 
g(@,y)=YT ʻ 


(9) 
En revenant à la définition (3.9), on voit que la fonction f(x,y) vérifie 
l'équation 


flx, y) =. f(y) E 
L'(x) L'(y) 


Après une intégration facile de cette équation, on obtient sa solution 
générale qui est une fonction de la forme (3.3) c. q. f. d. 


Lemme 4. Si la fonction Q(x, ¢) est de la forme (3.5) dans le domaine D, 
si la fonction ® est de la classe C1, L de la classe C?, et la fonction 
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D'(E)==0, alors toute fonction f(x,y) de la classe C°, qui satisfait au point 
(x,y) du domaine G aux conditions (3.1) et représente un objet géométrique 
du type K1, peut être écrite sous la forme (3.6) dans le voisinage de ce point. 


Démonstration. Les suppositions de régularité étant satisfaites, il 
s'ensuit du Lemme 1 que la fonction f(x,y) doit vérifier l’équation (3.8) 
dans le voisinage du point (x,y) pour tous les &. D'après les suppositions, 
on à, pour la fonction Q(x,é) donnée par la formule (3.5), 


D'(£) 


D'(E) D'E) L(x) 
L'(x)? - 


A(w,£) = e 


A(X, È }=— 
L’équation (3.8) prendra la forme 


5 (g(x,y) (æ L,Y) 
POULE) TU) 


+ g(æ,y) 


L(y)_L"(æ)| _ 9 
Ly) L(x) 
. Cette équation est vérifiée pour toutes les valeurs de ¢. Puisqu’en vertu 


de la supposition, ©'(€)==0, la fonction g(x,y) doit vérifier l’équation 
différentielle 


Pls) , gay) | pa _ Tay} _ 
(3.25) L(x) ny L(y) +g(x, Y) Ty) — Ta) 


L’intégrale générale de cette équation est la fonction 


L'(x) 


Taye [L(«)— L(y), 


(3.26) glx, y) = 


où T est une fonction arbitraire de la classe C1. 

En effet, si g(x,y)=0 dans le voisinage du point (x,y), ceci résulte 
de la supposition (3.1), les caractéristiques de l’équation (3.25) vérifient 
le système d'équations 

1 
g Le) _ Ly) 
Le) Ly) 


de L(x) = dyL'(y) = % 


Ce système peut être récrit sous la forme équivalente 
da L'(x) = dy L'(y) 
D te? ea ee 
dx L' (x) | ite 
ou bien encore 


dæ L' (x) = dy L'(y) 


dop 2) 


"y) Ee) 9 By) _ ag 
) 


ia RATE nee Gy ok 
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Les intégrales premières de ce système sont 


L(a)—L(y), 970 


(x) 
La surface intégrale de l’équation (3.25) aura donc la forme 
L(y) 


ie 
L'(a){ de 


(3.27) G\L(a)—Ly), g 
où G(u,v) est une fonction arbitraire de la classe C1. Si la fonction g(x,y) 
doit être déterminée univoquement dans le voisinage du point (x,y), 
Véquation (3.27) doit être résoluble par rapport à g et l’on a (3.28). 

En revenant à la définition (3.9), on obtient pour f(x,y) l'équation 
différentielle 


f(xy) _ fol@,y) 9, 
3.28 pe — - - l'[L(æ) — L(y)]= 0. 
(3.28) Ley Ty Aey) 
Le cas T= 0 étant en contradiction avec la supposition (3.1), Péquation 
des caractéristiques de l’équation (3.28) peut être écrite sous la forme 


L(y) dy 


Lt) Lg) 


(3.29) L'(æ) dx +- F 


On intégrera cette équation en faisant le changement des variables 


(3.30) L(x)—L{y}=u 
L(x) + L(y)=v 


dont le Jacobien J=2L'(x)-L'(y) >0. On a de (3.30) 


et l'équation (3.29) prend la forme 
(3.31) [T (u)—1]du +[l'(u) +1]d0— 0. 
Pour l'(u)=—1, l'intégrale première de cette équation est v, c’est-à-dire 
l'intégrale premiere de l’équation (3.29) est la fonction 
L(æ)— L(y). 
La solution f(x,y) s’exprime alors par la formule 


f(x,y) = PL L(a)— L(y)]; 


elle est donc de la forme (3.6) (si y—--1). 
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Si, par contre, l'(u)==—1, l’équation (3.31) peut être récrite sous 
la forme 


L'intégrale première de cette équation a la forme 


RER Ie) Si 
D +f T(uy+1 du, 


ce qui, en raison de la définition (3.30), peut être récrit sous la forme 
L(x) +L(y) + x(x) — L{(y)], 
via (D) 
ù y(u) e E 
La fonction f(x,y) s’exprime alors par la formule 


f(x,y) = F {L(x) + L(y) + zL) — L(y) ]}. 


On voit que cette fonction est également de la forme (3.6) (où y=1) 
C. a.f. d. 


Lemme 5, 1°. Si la fonction Q(x,£) peut être écrite sous la forme (3.2) 
dans la domaine D, les fonctions Q et L étant inversibles, alors la fonction 
(3.3), où y est une constante arbitraire et ‘une fonction inversible, repré- 
sente un objet géométrique du type K dont la règle de transformation est 
donnée par la fonction (3.4). 

20, Si la fonction Q(x,£) peut être écrite sous la forme (3.5) dans le do- 
maine D, les fonctions Q et L étant inversibles, la fonction (3.6), où y est 
une fonction arbitraire, y une constante quelconque et Ÿ une fonction in- 
versible arbitraire, représente un objet géométrique du type K avec la règle 
de transformation donnée par la fonction (3.7). 


Démonstration. 1°. Supposons que Q(x.£) soit donnée par la for- 
mule (3.2). En résolvant par rapport à x l’équation Ê—Q(x,£), on a (en 
vertu des relations (0.2)) 


Gg 


Pour que la fonction f(x,y) soit un objet du type K, il faut et il suffit 
qu’il existe une fonction P,(x,&) qui soit constante le Des des courbes (1.3). 
Pour la fonction f(x,y) de la forme (3.3), l'équation (1.3) est 


pie (ci) P(E) + y RTC) — y PE) je y fe 
\ O(E) j= | QE) 


ce qui peut étre recrit sous la forme 


(3.32) c= OE) Ps) + (y + 1) 9(¢). 
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La fonction P{(x,£)—O(£)-PU(x) + (y +1) ®(€) est évidemment constante 
le long des courbes (3.32), d’où il s’ensuit que les fonctions f(x,y) de len- 
semble (3.3) sont des objets du type et que leurs règles de transfor- 
mation sont données par les fonctions (3.4). 

29, Supposons que Q(x,£) soit donné par la formule (3.5). ‘Dans ce cas 


q(o, E) =L HQE) — B(E)}. 

Pour la fonction f(x,y) de la forme (3.6), l’équation (1.3) prend la forme 
v = P(A) +y Qe) — (y +1) DE) +e) — 9 1(c,)1} 
=YP{e—(y + 1)2($)}, 

qui peut être récrite comme suit 
(3.33) C—P1(œ) + (y +1) OE). 


Evidemment la fonction P(x,£)—%U(x)+(y+1)9(£) est constante le 
long des courbes (3.33). Les fonctions f(x,y) de l’ensemble (3.6) sont 
donc les objets du type K auxquels les fonctions (3.7) fournissent la 
règle de transformation, c. q.f. d. 

Réunissant les résultats des lemmes 2, 3, 4, 5, ou voit que la pro- 
position 3.1 est démontrée. 


ON A THEOREM OF WAZEWSKI 
By A. ALEXIEWICZ (Poznan) 


The purpose of this Note is to generalize a theorem of T. Wazew- 
ski [5] concerning the mean value theorem for vector valued functions. 
The theorems of Wazewski deal with the strong limiting processes, I ge- 
neralize these results to the weak ones. Finally, I supply an example 
giving the ansver on a problem of Wazewski. 

In this note X will denote a Banach space, V a convex and closed 
set in X; ¿x will stand for linear functionals over X. By x(t) will be de- 
` noted a vector valued function 7. e. a function from a real interval [=[a, b] 
to X; the real valued functions will be denoted by g(t), y(t). 

The function x(t) is said to be weakly continuous if, given any linear 
functional €, the real valued function éx(t) is continuous. 

In the sequel g(t) will stand for an increasing (real valued) function. 

Theorem. Let the function x(t) be weakly continuous and suppose that 


for every te(a,b), except a denumerable set, there is a sequence of reals 
Tr —>0+ and elements y, e V such that the expression 


w(t + t,) — a(t) 


—= 


ptt) ol) 2” 

tends weakly to 0 as n—>co. Then for every teI and 70 
ælt + rt)— x(t) 
p(t + t)— p(t) 


The proof will be based on a lemma concerning real valued functions. 
Given a function y(t) we put 


eV. 


+ fe \— Km p(to + 7) — Y(to) 
oP Ne seta? aig) Pt) 
Lemma. Let the function y(t) be continuous and let DE y(t)> 0 except 
an at most denumerable set. Then the function y(t) is non-decreasing. 
The proof of this lemma does not differ essentially from the case 
when g(t) =t (Saks [4], p. 203). 
Proceeding to the proof of the theorem suppose it to be no true. Then 
there is à tf, and t40 such that 


=, — Eto + tT) — alto) 
i P(to + T) —p(to) 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 9 


non eV, 
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whence by a theorem of Mazur ([3], p. 73) one can find a linear functio- 
nal € such that y>0 for ye V and £2,<0. The function y(t)= &a(t) is 
continuous and it is obvious that D} q(t )> 0 except an at most denumer- 
able set. By Lemma y(t,+1)—y(t.)=0 for +r>0, hence §2,>0 which 
leads to contradiction. 

The theorem just proved leads to à generalization of the rule of l’Hô- 
pital for vector valued functions proved by Wazewski [5]. 

Let A;a(t)) be the class of all the sequences {y,} such that 
[ælta + Tu) — (to) |/[¢ (to + tn) —p(to)]—Yr tends weakly to 0 as n—co, {ty} 
being a sequence (depending on {y,}) such that t, —0. Now put 


Utoy) = inf inf !y,—y 
in) Qi 


the second infimum being taken over all sequences {yn} € A} w(t). Then 
Theorem gives immediately: 


Let x(t) be weakly continuous and suppose that x(b)—0,p(b)—0; af 
lim d(t,y)=0, then 
mate 


A ul 
oe p(t) ay 
The function a(t) is said to satisfy the condition of Lipschitz if 
let) — elt) | <M |ti—t,) with M independent of t and t» By Da(t) we 
shall denote the set of the elements y for which there exists a sequence 
Tn—>0 such that the ratio [v(t+7,)—<2(t)]/t, tends weakly to 0. The fol- 
lowing result gives an answer to à problem of Wazewski. 


There exists a function x(t) from [0,1] to a separable Banach space, 
satisfying the condition of Lipschitz, and such that the set Da(t) is empty 
for every t. 


Let X be the space L of the functions y— y(u) integrable in [0,1]. Put 


(1 for t<u<l, 


(t,u) 
a =" for O<u<t, 


The function x(t) satisfies the condition of Lipschitz since 


|a(t,)— a(t) || =| f at | = 16-81. 


1) y(-) denotes the function w(w) considered as an element of a functional space. 
The function defined by this formula has been supplied by Gelfand [2] as an example 
of a function without the weak derivative, satisfying the condition of Lipschitz. 
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The ratio [a(t+7,)—a(t)]/t, does not converge weakly as 7, —0; in fact 


1 ; 
olt HTa) — olt) | z for min (t,t + Tn) <u < max (t,t + Ta), 


| 0 elsewhere; 


put E =[min(t,t+ Tr) max(t,t++r,)] then |£,—0 and 


fale) de |= 


n 


hence the sequence {v,(-)} cannot converge weakly in L (Banach [1], 
p. 136). 
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UNE GÉNÉRALISATION DES THÉORÈMES SUR LES ACCROIS- 
SEMENTS FINIS AU CAS DES ESPACES DE BANACH ET APPLI- 
CATION À LA GENERALISATION DU THEOREME DE L'HÔPITAL 


Par T. WaAazEwskI (Krakow) 


Introduction. I. Une extension de la notion des théorèmes 
sur les accroissements finis. Le premier et le second théorème sur 
les accroissements finis conduisent aux formules 

D(t)—D(a) _ pe 
(0.1) = M D'(E) 
D(t)— Bia) D'(E) 
0.2 == — 
EE na Of) ~ FE) 
valables sous l’hypothèse que les fonctions réelles f et ® satisfassent 
a certaines conditions bien connues. 

Sur la relation (0.2) est basée la démonstration du théorème de 
L’Hopital. 

Or, dans maintes applications, le rôle essentiel de (0.1) consiste en 
ce que l’on peut localiser le rapport 

D(t) — D(a) 


(0:38 Pem 


lorsqu’on a des renseignements convenables sur la localisation de la 
dérivée de ©. Le fait qu’il existe un é pour lequel subsiste légalité (0.1) 
joue un rôle plutôt secondaire. Si l’on sait par exemple que, pour tout t 
d’un intervalle A, le nombre ®'(t) appartient à lintervalle [0, co) (c’est- 
a-dire si @’(t) est localisé dans cet intervalle), alors le rapport (0.3) est 
aussi localisé dans [0, co) (ce qui veut dire que #(t) est croissante au 
sens large). 

Supposons maintenant que les valeurs de P(t) représentent non pas 
des nombres mais des vecteurs cartésiens à n dimensions ou, ce qui re- 
vient au même, des points appartenant à l’espace cartésien à n dimen- 
sions. Supposons de plus que ®'(t) existe dans un intervalle A. Or, des 
exemples faciles à construire montrent que l'égalité (0.1) peut être fausse 
pour tous les $ e A. 

Néanmoins, si l’on sait que ©'(t) appartient à un ensemble convexe V 
lorsque t e A, on peut affirmer que (0.3) appartient au même ensemble V 
(Proposition A). 
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On à ainsi une raison de considérer la Proposition A comme un théo- 
rème sur les accroissements finis. 

La formule (0.2) est fausse lorsque Œ(t) est un point variable dans 
l’espace à n dimensions (n>1), f(t) est monotone au sens strict, f’(t) et 
D'(t) existent dans un intervalle 4 (f’(t) 40). 

On peut néanmoins déduire du Théorème 1 (§ 3) la suivante Propo- 

rem . P(t) 
sition B: Si F(t) 


en est de méme du rapport 


appartient à un ensemble convexe V lorsque te À, il 


(0.4) Œ(t) — (a) 


——____. 


f(t)—f(a) ` 


La Proposition B reste aussi exacte lorsque les valeurs de (t) appar- 
tiennent à un espace vectoriel D de Banach (cf. Théorème 1, § 3). En 
s’appuyant sur ce fait, on peut aussi démontrer le théorème de L’Hôpital 
pour ¢(t) e D, sans se servir de l’égalité (0.2) qui est inexacte dans ce cas. 

La Proposition B tient donc, dans ce cas, la place de l'égalité (0.2). 
Cette circonstance -ainsi que quelques autres suggèrent l’idée que les 
propositions permettant de localiser les premiers membres de (0.1) et (0.2) 
lorsqu'on connaît une localisation des deuxièmes membres, peuvent être con- 
sidérées comme théorèmes sur les accroissements finis. 


II. Une liaison avec la théorie des contingents de M. Bouli- 
gand. La Proposition A est un cas particulier d’un théorème qui joue un 
rôle fondamental dans la théorie des équations différentielles aux contingents 
et aux paratingents, construites indépendemment par A. Marchaud [2] 
et S. K. Zaremba [6]. La dérivée @’(t) y est remplacée par la dérivée 
contingentielle (à droite) qu’on désignera par 


(os nto 


et qui constitue un ensemble de points. (Cette notion, définie dans le § 4, 
est, en un certain sens, isomorphe à celle du contingent de M. Bouligand 
dont se servent A. Marchaud et 8. K. Zaremba. Elle présente quel- 
ques avantages formels dans le cas qu’on traite dans la suite). 

Au cas ou ®(t) varie dans un espace D de Banach, on peut définir 
une notion analogue 


+ 


x 


dE(t)\ 

; ~ 
2 (O) 
et avoir ainsi une généralisation du théorème (0.2) (Théorème 2, $ 4). 
On peut aller plus loin en indiquant une localisation de (0.3) et (0.4) 
même au cas où les dérivées contingentielles (0.5) et (0.6) n’existent en 


aucun point te /. 
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III. Une généralisation de la dérivée contingentielle: bouts 
différentiels. J’ai esquissé une telle généralisation dans une note anté- 
rieure [3] relative aux théorèmes sur les accroissements finis en intro- 
duisant certaines notions 


LATE 
ie = z arg he 
(0.8) (aa an 


qui existent pour chaque ®(t) et pour chaque f(t) monotone dans lin- 
tervalle A (cf. § 6). Elles seront appelées bouts différentiels. (Dans la 
note [3] je les ai appelées „somas différentiels“). 

Ces notions n’interviennent pas dans l’énoncé du Théorème 1 (§ 3) 
sur les acroissements finis, mais, grace a elles, on peut mettre le Théo- 
reme 1 sous la forme équivalente du Théorème 1 a (§ 6) (tout à fait ana- 
logue au Théorème 2 ($ 4) dans lequel interviennent les dérivées con- 
tingentielles). 

Grâce à la notion de bout différentiel, on peut mettre le théorème 
généralisé de L’Hôpital sous une forme analogue à sa forme classique, 
même au cas où les dérivées contingentielles (0.6) n’existent nulle part 
(Théorème 4 du § 8, Hypothese H, bis, Exemple 1 du § 8). 

A. Alexiewicz [1] à donné un exemple d’une fonction @(t) vérifiant 
(avec une fonction f(t) convenable) les prémisses du Théorème 1, pour 
laquelle la dérivée contingentielle (0.6) n’existe nulle part (cf. § 5, Re- 
marque 3). — Un tel DE est possible seulement au cas où l’espace D 
n’est pas compact. 

Ceci prouve que le Théorème 1 s'applique aux fonctions ®(t) d’une 
classe plus vaste que celle pour lesquelles la dérivée contingentielle (0.6) 
existe, et que la notion de bout différentiel mérite un certain intérêt 
comme une généralisation essentielle de la dérivée contingentielle. 


IV. J’ai signalé le Théorème 1 dans la Note [3] sans entrer dans les 
détails de la démonstration. A. Alexiewicz [1] a démontré un théorème 
plus général que le Théorème 1 en y remplaçant la notion de conver- 
gence forte par celle de convergence faible. C’est pourquoi sa démon- 
stration, bien rapide, n’est pas élémentaire, car elle s’appuie sur un théo- 
rème avancé, puisé de la théorie des fonctionnelles linéaires (Théorème 
de 8. Mazur). 

Au cas d’espaces à un nombre fini de dimensions M. Marchaud 
et S. K. Zaremba ont démontré que hypothèse que l’ensemble V soit 
convexe est nécessaire pour la vérité de la Proposition A. Il en est, a plus 
forte raison, de même du Théorème 1. : 

Le Lemme 1 (§ 2), bien élémentaire, relatif aux rapports de la forme (0.3) 
a l'avantage de mettre au jour la façon dont l'hypothèse de la convexité 
de V intervient dans la démonstration du Théorème 1. 
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V. Méthode de la démonstration du théorème généralisé de 
L'Hôpital. Les démonstrations courantes du théorème classique de 
L’Hôpital s'appuient sur l'égalité (0.2) laquelle n’est pas stricte pour les 
espaces D. J’ai indiqué précédemment [4] un lemme élémentaire sur les 
suites de nombres (Lemme 2 inséré au $ 7 du présent article) servant à une 
démonstration uniforme pour tous les cas du théorème classique de L’H6- 
pital. Dans le même travail [4], à la page 126, j'ai indiqué une forme 
du théorème de L’Hôpital dans lequel n’interviennent pas du tout les 
dérivées des fonctions en question. Un théorème analogue de L’H )pital 
ayant un caractère „non différentiel“ est vrai aussi au cas des espaces D 
de Banach (§ 7, Théoréme 3). On en peut déduire la forme ,,différen- 
tielle“ du théorème de L’Hôpital (§ 8, Théorème 4) en s’appuyant sur 
le Théorème 1 qui, par conséquent, joue ici le role du théorème classique (0.2) 
sur les accroissements finis. 

Dans le théorème de L’Hôpital ainsi généralisé les „bouts différentiels“ 
(0.7) et (0.8) ou, dans un cas plus particulier, les dérivées contingentiel- 
les (0.5) et (0.6), jouent le rôle du produit TE qui en est un Cas -par- 
ticulier. 

L’Exemple 1 du § 8, déduit de l’exemple mentionné de A. Alexie- 
wicz, montre que le théorème de L’Hôpital ainsi généralisé s’applique 
aussi au cas ou les dérivées contingentielles (au sens de M. Bouligand) 
(0.5) et (0.6) n’existent nulle part. 

Même au cas où les valeurs de ®(t) sont réelles, le Théorème 4 paraît 
être nouveau en ce qui concerne le caractère de sa généralité. 


8 1. Hypothèse G. f(t) est une fonction réelle, continue et mono- 
tone au sens strict dans un intervalle ouvert 4. 

@(t) est une fonction continue dans 4 ayant pour valeurs les points 
appartenant a un espace D de Banach. 

A est un ensemble vide, fini ou dénombrable, ACA. 

V est un ensemble convexe fermé, VCD. 


Notation N. En admettant Hypothèse G, on pose 


in) 2g) — bp) 
I(p,q) = HN HD) lorsque pe, qe An Eg: 


La norme de we D sera désignée par |w. 
o(u,0) =|v— u| 
désigne la distance des points u et v. Pour ZÆ0, ZCD, ue D on pose 


o(u, Z) = inf |v—u!. 
veZ 
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§ 2. La démonstration du Théorème 1 du § 3 s’appuiera sur une re- 
marque élémentaire insérée au lemme suivant (cf. [3], p. 184): 


Lemme 1. Admettons l’Hypothèse G. Si t, est situé entre t, et h 
(tie A pour 1=1,2,3), le point I(t,,¢,) est situé sur le segment rectiligne 
fermé S reliant les points 1(t,,t) et I(t,,t,) qui appartiennent à l’espace D. 

Démonstration. Posons 


(2.1) a — Mts) — Ite) __ ft) — tlh) 


La fonction f(t) étant monotone au sens strict et t, étant situé entre t 
et t, On à 


(2.2) A4>0, u>0, A+u=1. 
En vertu de (2.1), il vient légalité 
Iltis tg) == AL (te, ty) + oD (ty 5 te) 
qui, en vertu de (2.2), exprime que le point I(t,,¢,) est situé sur le segment S. 


§ 3 Théorème 1 (sur les accroissements finis). Admettons l’Hypo- 
these G. Si la relation 


Me BEHRA)=P() NN nn. ie 
(3.1) o(t) = dini 0 Gon on | = imini olI(t, t+ h), V) = 


a lieu lorsque t « A—A, pour toute couple de points !) 


(3.2) p € À, ge À, pq 
on à 

P(q)— P(p) 
3.3 IUn,0)=- 22 EE e} 
GE, DD =) ‘ 


Démonstration. Comme I(p,q)—1(q,p) pour pq, il suffit de se 
borner au cas 


7 


(3.4) p<q. 
L’ensemble V étant fermé, 4—A partout dense dans 4, f(t) et ®(t) 
continues dans 4, il suffit de prouver (3.3) au cas où 


(3.5) | ed a a EP VE LE | 


car un passage à la limite permettra d’établir (3.3) dans le cas (3.2). 


1) Dans ma Note [3] l'ensemble À n’intervenait pas dans l’énoncé de ce théorème. 
L'idée d'introduire A est due à A. Alexiewicz [1]. 
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On peut se borner au cas où f(t) est croissante au sens strict car, dans 
le cas contraire, on pourrait remplacer f et ® par —f et —®, ce qui ne 
changerait pas la valeur de I(p,q) et, par suite, les relations (3.1) et (3.3) 
passeraient en des relations équivalentes. 

Désignons par R la classe des valeurs que prend la fonction 


y(t) = e(I(p,t),V) 


lorsque t varie dans A. À constitue donc un ensemble au plus dénom- 
brable de nombres non négatifs. I] existe donc une suite de nombres {nn} 
n’appartenant pas à R telle que 


NO, NneR, nn 0 lorsque n—>co. 
On a évidemment 
(3.6) te A— À, o(t)=0 lorsque  y(t) — 7,. 


Désignons par 
Vn ? Ea 


respectivement le voisinage convexe fermé de V de rayon », et la fron- 
tière de ce voisinage. Comme 


E 
n=] 
il suffit de prouver que 
I(p,qjeV,, (RARE 2) 


Supposons que cette relation n’ait pas lieu pour certain n=N, c’est- 
à-dire que 

I(p ,Q) € V y. 
On a évidemment 


(3.7) o(I(p,q), V) > MN: 


Envisageons le point variable I(p,t) pour te A, t>p. Comme pe À, on à 
(cf. 3.1) o(p)=0. Il existe donc un point z tel que p< t< q, o(I(p,t),V)< nw. 
On done 


(3.8) I(p,t)e Vy. 


En vertu de (3.7) et (3.8), il existe un point t* tel que 


(3.9) Do l y(t*) = o(I(p,t*),V)= nw, 
(3.10) o(I(p ,t),V) > NN pour Gaal =e 
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On a evidemment 
(3.11) I(,p)ePrCV y. 


En vertu de (3.9) et (3.6) il vient o(t*) — 0. Il existe donc (cf. 3.1) une 
suite de nombres t, tels que 


(3.12) < tag, tet,” o(I(t*, ts), V) < nn (A=1,2,3,...) 
et, par suite, 
(3.13) I(t*, ty) e Vn. 


Appliquons le Lemme 1 aux points p,t*,t,. Comme p<t*< tr, le point 
I(p,t,) appartient au segment S reliant les points I(p,t*) et I(t*,t,). Mais 
ces points, qui constituent les extrémités de S, appartiennent a Pen- 
semble convexe Vy (cf. 3.11 et 3.13). Il en résulte (cf. 3.12) que 


I(p,t,) € Vy, <= lp < q 
et, par suite, 


o(T(p;tx), V) < yy, M<tr <4, 


ce qui est contraire à (3.10). 


Théorème 1 bis. Le Théorème 1 reste vrai lorsqu'on remplace (3.1) 
par la relation 


P(t + h)— D(t) a OS 
i EEDEN TT? 


ayant lieu, par hypothèse, pour te 4—A. On létablit en introduisan 
la variable s= —t. 


§ 4. Le point P(t) e D sera dit élément contingentiel (a droite) de D(t) 
relatif a f(t) lorsqu'il existe une suite h, telle que 


E(t + In) — E(t) 
f(t SE Ra) —f(t) 


La classe de tous les P(t) de cette sorte sera désignée par 


ha > 0, ha — 0, + P(t). 


P(t)\" 
4.1 - — | 
a! (à df(t) J. 
et appelée dérivée contingentielle (à droite) de relative a f. On définit 
d’une façon analogue la dérivée contingentielle (à gauche) relative a f 


ad(t)\* 
(4.9) EE 


ll peut arriver qu'aucune de ces dérivées n'existe pas (ou, plutôt, 
qu’elle soit vide). 
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Du Théorème 1 résulte immédiatement le théorème suivant: 


Théorème 2. Admettons lHypothese G et supposons que la relation 


ad (t)\* 
4.3 v (e 
nae df(t) /+ 
ait lieu pour te A—A. Ceci posé, la relation (3.3) est vraie pour tous les p,q 
vérifiant (3.2). 


Démonstration. Il suffit de remarquer que la relation (3.1) con- 
stitue une conséquence de (4.3). 


Remarque 1. Un théorème analogue subsiste pour la dérivée con- 
tingentielle à gauche (4.2). 


§ 5 Un rapport du Théorème 1 à la théorie des équations 
différentielles aux contingents et paratingents de À. Marchaud 
et de S&. K. Zaremba. 


Remarque 2. Au cas où f(t)=t et l’espace D de Banach se réduit 
a l’espace cartésien à n dimensions, le Théorème 2 constitue une géné- 
ralisation d’un théorème fondamental dans la théorie des équations dif- 
férentielles aux contingents (ou aux paratingents) construites indépen- 
demment par A. Marchaud ([2], cf. en particulier la Proposition 3° 
à la page 100) et S. K. Zaremba [6]. 

Il peut arriver que la limite 


hm SN getty ee) 
nov+o f(t+h)—f(t) 

existe. Elle sera alors appelée dérivée (a droite) de D relative a f et dé- 
signee par 

(dD(t)\ 

5.1 re 
in \ df(t) Jy 


On definit la dérivée relative à gauche de la même maniere. 


Corollaire 1. Gardons l’Hypothèse G et supposons 


dP(t)\ 
V lorsque tena 
Gi i 


Ceci posé, la relation (3.3) a lieu pour les points p,q vérifiant (3.2). 
C’est une conséquence immédiate du Théorème 2. — Un corollaire 
analogue subsiste pour la dérivée relative à gauche. 


Corollaire 2, Admettons l’Hypothèse G et supposons que, pour tout 
te A—A, les dérivées (à droite) P(t), f(t) existent (/+(t) fini et f(t) 40). Si 
P(t) 
ti eV 
f+ (t) 
la relation (3.3) a lieu. — Une propriété analogue subsiste pour les dė- 
rivées à gauche. 


lorsque teA—A, 
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En remarquant que 


P(t) _ [dæ(t)\ eerie 
F0) won pres 


on ramène ce corollaire au precedent. 


Remarque 3. Le Théorème 1 peut etre appliqué meme au cas où 
les dérivées contingentielles n’existent pas, car il peut arriver que la 
relation (3.1) soit satisfaite et les dérivées contingentielles (4.1) n’exis- 
tent pas. 

On doit notamment à A. Alexiewicz [1] un exemple d’une fonc- 
tion Z(t), telle que 


Œ(q) — D 
A) ca pour peA, gqeA, p <q 
q—Pp 
et que (4.1) est vide pour tout te A. Les relations (3.1) et (3.3) seront 
alors évidemment satisfaites lorsque f(t)=t et V désigne la sphere 


ARNO D 


Le Théorème 1 est donc essentiellement plus général que le Théorème 2 
dans lequel interviennent les dérivées contingentielles. 


§ 6. Une généralisation de la dérivée contingentielle (rela- 
tive à f(t)) de la fonction P(t). Bout différentiel (relatif à f) 
de la fonction P(t). 


La remarque précédente suggère l’idée de généraliser la notion des 
dérivées contingentielles (4.1) et (4.2) au cas où elles sont vides, en les 
remplaçant par une notion plus générale 


(ad (t)\* Ge) 
COMA /- 

de façon que le Théorème 1 puisse revêtir, dans toute sa généralité, une 

forme analogue à celle du Théorème 2. 


Notion de bout fermé. Soient {F,} et {G,} deux suites d’ensembles 


fermés telles que 
F,CD, GaC D IE E 


Ces suites seront dites équivalentes lorsque chaque F, contient presque 
tous les Ge (GCF, pour k suffisamment grand) et inversement. 

La classe B de toutes les suites {G,} équivalentes à {F,} sera dite 
bout fermé ?). 


2) Notion analogue a celle du Ende dans la théorie des Primenden de C. Cara.» 
théodory. 
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Tout {G,} sera dit représentant de B. Soient Q un ensemble fermé 
(QCD) et Q(e) un voisinage fermé) de Q de rayon >Q. 


On écrira 
(6.1) QB--0 
lorsque, pour chaque € > 0, 
ei Oe) Pr-O (n=1,2,3,...), 
et on ecrira 
(6.2) BCQ 


lorsque F,CQ(E) pour chaque e& > 0 à partir d’un indice assez grand. 


Notion de bout différentiel. Admettons Hypothèse G. Soient 
te A et {hna} une suite de nombres tels que 


(6.3) t< t+ lens t+h,e À, hasi Snas h, — 0. 
Deésignons par U, l’ensemble des valeurs que prend 
P(s)— D(t) 
f(s) —fi(t) 


lorsque s varie dans l’intervalle (t,¢-+h,], c’est-à-dire t<s<t+h,. Dé- 
signons par F, la fermeture de U,. La suite {F,} représente évidemment 
un bout fermé qui ne dépend pas du choix des h, intervenant dans (6.3). 
Ce bout sera dit bout différentiel (a droite) de ®(t) relatif a f(t) et sera 
désigné par 


d®(t)\** 
6.4 sir 
a ours 
On définit d’une façon analogue 
a) 
(6.4a) (Tro) 


Il est à peu près évident (cf. (6,1)) que la relation (3.1) est équivalente 
a la relation 


ts .(dD(t)\** , 
(6,5) (Te) + () 


| 4 J 
Le Théorème 1 peut donc être exprimé de la façon suivante: 


Théorème 1a. Si l’on a, dans Hypothèse G, 


Wi). 
6.6 V|-— ‘ teA—A, 
(6.6) (‘oar Fe pour 


la relation (3.3) a lieu pour les p,q satisfaisant à (3.2). 
3) Soit S(P,e) la sphère fermée de rayon e et de centre P. La fermeture de l'en- 


semble des points appartenant aux sphères S(P,e), pour lesquels P € Q constitue le 
voisinage Q(e). 
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Remarque 4. Le théorème précédent reste vrai lorsqu'on rem- 
place (6.4) par (6.4a) dans la relation (6.6). 

Du Théorème 1 résulte facilement la suivante généralisation d’un 
théorème sur les dérivées contingentielles fondamental dans la théorie 
des équations différentielles aux contingents ([2] et [6]). 


Théorème 1b. Si, dans Hypothèse G, le bout différentiel de £(t) 
relatif a f(t) satisfait à la condition (cf. 6.1) 


dG (t) m 
S a(t Te). = Al lorsque te A—A, 


alors (cf. 6.2) 


j ] { ae % r 
ru) CV pour tout ted. 


§ 7. Théorème de L’ Hopital, Jappliquerai un lemme élémentaire 
que j'ai introduit dans un article antérieur [4] pour faire une démon- 
stration uniforme de tous les cas du théorème classique de L’Hôpital. 
Voici ce lemme: 


Lemme 2, Supposons qu’on ait, pour les suites des nombres {a,,} et {bn}, 
1°) b, 40 (n=1,2,...) | 
2°) on a soit 
Aan—>0,  br—0, 
soit 


1b,|— co, 


Il existe alors deux suites croissantes d’indices {y,} et {6,} tels que 


n 
Yn > CO, On 00 z~ —>0, 


b., 

pa Or à Pier ara”: 
Définition 1 (de la convergence au sens C). Soient V un ensemble 

convexe fermé, V(e) le voisinage convexe de V de rayon e et {x,} une 

suite de points appartenant à D. Si, pour chaque 8 > 0, on a x, e V(e) 

à partir d’un indice assez grand, on écrira 


Ln Fi V 


(£n converge au sens O vers l’ensemble V). 


Remarque 5. Si l’ensemble V se réduit à un seul point Pe D, la 
convergence au sens C coincide avec la convergence au sens ordinaire 
vers le point P. 
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Hypothèse hôpitalienne K. Admettons Hypothèse G relative- 
ment a f(t), D(t) et A. Les valeurs de (t) appartiennent à un espace 
vectoriel D de Banach. k désigne une extrémité (fini ou non) de Pinter- 
valle ouvert 4. On a soit 

lim f(t) = lim |@(t)| = 0 
t>k tk 
soit 
um HIS 
[+k 

Hypothèse hopitalienne L. V est un ensemble convexe borne 

(V e D). Pour chaque couple de suites de points Pah, qn tels que 


(7.1) Pn € À, Qn € À, Pa fn) Pak, Ink, 
on à (cf. la Définition 1) 


(7.2) Pign) PPh) y 


flan) — Pa) € 


Au cas où V se réduit à un point unique, la relation (7.2) exprime (cf. la 
Remarque 5) une convergence au sens ordinaire 


: D( Gu) —P(Pn) a, V 
hee Hau)—hMPn) | : 


Théorème ©. (Forme „non différentielle“ du théorème généralisé de 
I’ Hopital). Dans les Hypothèses K et L, on a (cf. la Définition 1) 


(7.3) ae’ lorsque te, tk, 
c’est-à-dire 

P(t,) 
ma OKM 


pour chaque suite {t,} telle que t c4, ta —k (cf. la Définition 1). Au cas 
où V se réduit à un point unique, la relation (7.3) exprime (cf. la Re- 
marque 5) une convergence au sens ordinaire 


(1.3 bis) —— > V lorsque te A, t—k, 


Démonstration. Supposons, pour la démonstration par l'impossible, 
que (7.4) n’ait pas lieu. Il existe donc une suite {s,}, telle que 


D (s n ) 


f(s,,) ‘ y) -N > 0 (7 fixe). 


(7.5) Sn € A, Sn —> K, 0 ( 
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Posons 
An = |D(Sh)|, DATE 


En vertu de l’Hypothèse K, les suites {an}, {bn} satisfont à la pré- 
misse du Lemme 2). 


Il existe donc deux suites croissantes d’indices {y,} et {ôa} telles que 


f(Sy,,) P(s n) 
EOE Be en Fay f(85q)—H(8),) 9. 
Posons 
(7.1) Rate ae 


H(86,,)—f(sy,,) 
Comme s,,—>k, ss —k, on aura, en vertu de |’Hypothése L, 


(7.8) In—>V. 


Il existe donc une suite {x,} telle que 
(7.9) Lane V, Jammi = 


En calculant ®(s; ) de la formule (7.7), il vient 


Ps) Dls) Kep) 
ae fc) TT ee TOR 


En vertu de (7.8), la suite {Z,} est bornée car V est borné. De (7.6) et (7.10) 
il vient 


P(s5,,) 
ZO, 0 
f(Ss,) a 
d’où (cf. 7.9) 
D(sS5,) 0 
ae Ln > 
f(Ss,,) 
et, comme #, e V, on a 
Des v) 0 
—>- 
AG 


ce qui n’est pas compatible avec (7.5). 


Remarque 6. Dans le cas particulier où l’espace D de Banach se 
réduit à l’espace cartésien à une dimension, D—(—co, + co), le théorème 
précédent reste vrai aussi quand V est un ensemble convexe non borné. 

Si dans la relation (7.2 bis), on a V—+co ou V=—oco, la relation 
(7.3 bis) a aussi lieu. — On l’établit facilement en se servant du Lemme 2. 


4) La fonction f(t) étant monotone au sens strict dans l'intervalle ouvert 4, elle 
devient nulle au plus une fois. Comme 8n—>k = extrémité de 4, il en résulte que 
ba=f(Sn) 40 à partir d’un indice n assez grand. En supprimant dans ‘ba! un nombre 
fini d'éléments, on aura b1 0. 
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§ 8. Si 7 >0 et V est fermé et convexe, désignons, comme précédem- 
ment, par 
V(n) 


le voisinage convexe fermé de V de rayon 7. 


Théorème 4. (Forme différentielle“ du théorème généralisé de L'H6- 
pital ). 

Prémisses. Admettons les Hypotheses G et K relativement à f(t), 
P(t), A et k. 

Soit V un ensemble fermé, borné et convexe (VCD). 

Admettons de plus l’une des Hypothèses suivantes H,-H,: 

H,. A tout n >Q correspond un se À tel que 


ane elt t h)— Ott) 
(8.1) lim inf e | E U))=0 


h>0+0 


lorsque ż e (s,k)—A(s,k); 
H,. A tout  >0 correspond un se À tel que 


ro 


lorsque te(s,k)—A(s,k). (Pour la signification de cette relation cf. (6.1), 
et (6.5)). 


On peut introduire la définition suivante de la convergence au sens E: 
Étant donnés une suite de bouts fermés Bn (cf. § 6) et un ensemble convexe fermé JV, 
on écrira 
Bn A V 


lorsque pour tout > 0, la relation V(7). B:-<0 a lieu a partir d’un indice suffisamment 
grand (cf. 6,1). En vertu de cette définition l’Hypothèse H, pourra être mise sous la 
forme équivalente suivante: 


; ad (iy 
H, bis. see 
i ( df(t) / 
H,. A tout 7 >0 correspond un se tel que 


dD(t)\* ES ee 


sal! lorsque te A—A, tk. 


(Dans le premier terme de cette relation intervient la dérivée contin- 
gentielle de ® relative à f, cf. (4.1)). 
H,. A tout te A—A correspond un élément P(t) 
ae(t)\* 
df(t) J4 


Pt) > V lorsque te JA—A, i—+k 


P(t) € ( 
tel que 


(cf. (4.1) et la Définition 1). 
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 10 
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H;. Pour tout te 1—A la dérivée relative a droite a; 
| df(t) J+ 
et l’on a 
FEEN an= 
E PTA lorsque te A—A, t—k, 


existe 


(cf. la notation (5.1) et la Définition 1). 
H,. Pour tout te A—A les dérivées à droite f} (t) (finie et non nulle) 
et %4 (t) existent, 4 (t)e D et 


O —> V lorsque te A—AÀA, t—>k. 
J+(t) c 
Thèse. Ceci étant admis, on a (cf. la Définition 1) 
(8.2) ey lorsque t—>k. 
f(t) ¢ 
Remarque t. Dans le cas où V se réduit à un seul point, la con- 
vergence au sens C (8.2) passe en la convergence au sens ordinaire 


——— > V lorsque t—k. 


Démonstration. Les Hypotheses H, et H, sont équivalentes 
(cf. 6.5). On remarque facilement que l’Hypothèse H, est une consé- 
quence de chacune des Hypotheses H,-H,. 

Il suffit donc de démontrer le théorème en s’appuyant sur l’Hypo- 
thèse H. 

Ramenons le présent théorème au Théorème 3. Les Hypothèses @, 
K et L constituent les prémisses du Théorème 3, les Hypothèses G, K, H, 
constituent celles du présent théoreme. Il suffit donc de prouver que 
l’'Hypothèse L résulte de Hypothèse H, car la thèse (7.3) du Théorème 3 
coincide avec la thèse (8.2) du présent théorème. 

Admettons relativement aux suites {p,} et {qa} les relations (7.1), 
c’est-à-dire suivantes 


Pn € À, Qué A, Pa £ fn, Dn k, Qn k. 
Il suffit de prouver (cf. 7.2) que 
P(gn)—P(Pn) 
8.3 =? = A 
LE (Qn) — (Pa) C 


Soit 7 >0 un nombre arbitraire. En vertu de H,, il existe un s tel que 
la relation (8.1) ait lieu dans l’ensemble (s,k)—A(s,k). En vertu du 
Théorème 1, sur les accroissements finis, il s’ensuit que 


ONDE Se avn) 
(a) —H(p) 


lorsque p=q, pe (s,k), ge(s,k). 
On a, à partir d’un indice n=N, 


Pan Ans Pne(S,k), Qn € (S,k). 


lorsque n—co. 
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Il vient, en vertu du Théorème 1, que 


B(Qqu) —D(p;) € V(n) 


D( qn) —P(Pn) 


ee 


°F.) TA 

n >0 étant arbitraire, on en conclue la vérité de (8.3) (cf. la Def. 1 du § 7). 

La prémisse L du Théorème 3 se trouvant ainsi vérifiée, on a la rela- 
tion (7.3), ce qui termine la démonstration. 


pour n>N, 


c’est-a-dire 


7 <% pour n>N, 


Remarque t. Le théorème précédent restera vrai lorsque l’on rem- 
placera dans les Hypothèses H,-H, les limites à droite (respectivement 
les dérivées, les dérivées contingentielles ou les bouts différentiels à droite) 
par les limites (ou les dérivées etc.) à gauche (cf. Théorème 1 bis). 


Exemple 1. Le théorème précédent peut être aussi appliqué au cas 
où la dérivée contingentielle 


ihe (aP(t)\ 


* 

\ df(t) /+ 

n'existe en aucun point de 4 (en ce sens qu’elle constitue un ensemble vide). 
Soit, en effet, A(t) la fonction construite dans l’article cité de M. Ale- 

xiewicz [1], dont la dérivée contingentielle est vide pour chaque t et 

pour laquelle on a 


A(q)—A(p)| <|a—P| 
lorsque pe A, ge A ou A=[0,1] et A= (0,1). 
En ajoutant au besoin une constante convenable r (re D) à A(t), 
on peut admettre que A(0)— 0. 
En posant @(t)=tA(t), f(t)—t, on démontre facilement que (8.4) 
n'existe pas (ou plutôt est vide) pour tout te A. En désignant par 0 
le zéro de l’espace D en question, et en posant V= © et k=O, on voit 


; P(t 
facilement que les Hypothèses G, K et H, ont lieu. On aura donc A 8 
lorsque t->0. As 
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SUR UN THÉORÈME DE KNESER 


Par S. LOJASIEWIcz (Krakow) 


Le théorème bien connu de Kneser?) affirme que l’intersection de 
la zone d’émision d’un point p,=(t°,a,...,2°), respective à un système 
d'équations différentielles dx;/dt=f;(t,x,,...,æx,) et d’un hyperplan t=c, 
est toujours un continu, pourvu que toute intégrale passant par p, soit 
définie dans l'intervalle [¢,,c]. 

T. Wazewski a posé un probleme qui consiste à caractériser les 
continus qui sont des intersections de la zone d’émision a droite (ou 
a gauche) d’un point, respective à un système, par un hyperplan (t=c). 

Dans la note presente je montre, pour n=2, en admettant l’unicité 
des intégrales & gauche (ou a droite), que les continus en question sont 
ceux qui ne coupent pas le plan. 

Considerons un systeme d’équations différentielles 


t= f(t,®,Y), 


1 
J y= glt,v,y), 


et supposons que f et g Soient continues dans un domaine à 3 dimensions G. 


Théorème I. Soient po=(to,%o,Yo) € G, C>tn Z la partie commune 
de la bande t,<t<c et de la zone d’émision de py, À le plan t=c. Suppo- 
sons que chaque intégrale de (1), qui passe par pa soit définie dans [t,,c] 
et que chaque point de la frontière de Z soit un point @unicité à gauche. 
Nous affirmons que ZA est un continu qui ne coupe pas le plan. 


Démonstration., Dans le cas contraire, l’ensemble ZA couperait le 
plan A entre certains points a et b de A42—AZ. Z étant un compact con- 
tenu dans G, on peut admettre, sans restreindre la généralité, que G soit 


1) H. Kneser, Uber die Lösungen eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen. 
daß der Lipschitz-Bedingung nicht genügt, Sitz.-Ber. d. Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.- 
Math. K1., 1923, p. 171-174. Cf. aussi M. Müller, Beweis eines Satzes des Herrn 
H. Kneser über die Gesamtheit der Lösungen die ein System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen durch einen Punkt schickt, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 349-355; M. Fu- 
kuhara, Sur les systèmes d'équations différentielles ordinaires, I, Japanese Journal 
of Mathem. 5 (1929), p. 345-350; E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewohnlicher 
Differentialglecchunyen, II, Acta Math. 58 (1932), p. 57-85. 
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l’espace tout entier, que f et g soient bornées, et, par suite, que toutes 
les intégrales soient définies dans (—oo, co). Il existent alors deux points 
a, et b, sur le plan x :t—t°, tels que a, a, ou b,b, soient situés sur la meme 
intégrale. a, et bọ étant différents de p,, on peut les joindre par un con- 
tinu [Ca qui ne contient pas pọ. En désignant par Zr la zone d’émi- 
sion de J, ZrA est un continu ?) contenant a et b. ZrÀ a done un point 
commun d avec Z1. Il existe un d,e I tel que d, dy soient situés sur la 
même intégrale J. Comme d, none Z et de Z, il existe un point de J 
qui est le premier (si l’on parcourt J à partir de d, à d) qui fait partie 
de Z et, par suite, de la frontière de Z. Evidemment ce point n’est pas 
un point d’unicité à gauche, contrairement à l'hypothèse °). 


Théorème TI. Soit C un continu qui ne coupe pas le plan t=1. Il exi- 
stent des fonctions f(t,x,y) et g(t,x,y), continues dans l’espace tout entier, 
telles que 


| 1° chaque point différent de l’origine t=x=y=0 est un point d’unicité 
du système (1), 
20 C est la partie commune du plan t=1 et de la zone d’émision de 
l’origine. 


Démonstration. Écrivons le système (1) sous la forme complexe 
(2) è—F(t,2), 


où z=x+iy et F(t,z)=f(t,v,y)+ig(t,v,y). Soit C un continu donné qui 
ne coupe pas le plan. Posons 


(3) Fit,z)=0 pour t<0, 
(4) F(t,2) = pour (t,2)e E, 


ou E est l’ensemble de points (4,2) tels que 


(5) t>0 et “i eC (ensemble £). 


2) Cf. S. K. Zaremba, Sur les équations au paratingent, Bull. Sci. Math. I-X (1936), 
p. 153; c’est une conséquence immédiate du théorème de Kneser. En effet, si ZrZ 
était la réunion d’ensembles disjoints, non vides, fermés, A et B, alors [=Z,+I'Zp, 
où Z, et Z, sont les zones d’émision de A et B. [Za et l'Zg auraient donc un point 
commun q. En désignant par Z, la zone d’émision de q, on aurait ZgAcZpA, d’où 
Zq = Z4 A+-ZąB. Mais 7,4, ZąB étant disjoints, non vides et fermés, Zą⁄ ne serait 
pas un continu, contrairement au théorème de Kneser. 

3) On voit que le théorème est général et que la démonstration pour n>2 est 
identique à celle présentée pour n =2. 
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Alors 2— at? dans (0, co) sont des intégrales de (2), pourvu que ae C. 
Il suffit de définir la fonction F(t,2) dans le domaine D 


(6) t>0 et 7 none C (domaine D), 


de façon que 
1) F(t,z) soit continue dans l’espace tout entier, 


2) par chaque point de .D passe une intégrale unique du système (2) 
envisagé dans D, et que deux intégrales différentes ne puissent pas tendre 
vers le même point du plan t= 0, 


3) aucune intégrale du système (2) envisagé dans D ne tende vers 
la frontière de E. 


Soit w=y(z) la représentation conforme du complémentaire de C sur 


le domaine |w|>1 telle que y(co)—co et soit z=ọ(w) la représentation 
réciproque. 
La formule 


(7) =Po (3) 


est une transformation de B sur D, ot B est defini par les rélations 
(8) t>0 et w| >t (domaine B). 


La transformation (7) conduit d’un système 


(9) w=G(t,w) dans B 
au système 
Pome |i 2w Ww 
(10) 2= — +|G(i,w) —— (2) dans D, 
| t ENE 
ou 
(11) w= Py $) À 
Nous allons chercher une fonction G(t,w) telle que 
22 f 2w| ,/w 
(12) re) + | ect, Ply (2) 


satisfasse aux conditions 1), 2) et 3). 
On a, d’après (7), 


(13) 2—p(oo)w,, lorsque t>0 et w—>w,40 


(14) g(d)—vp'(v) as, lorsque v—> oco 
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car 9(v)=g' (co)u +a + = + z Fos 


(15) p'(v)(lv|—1)—=0, lorsque 1<ļv|—>1), 


o(a)— mn 14 (7) 


Supposons maintenant que tt, et z>2». 

Si to >0 et (t),2)) € frontière de E, alors, d’après (11), |w/t?|—1, car, 
20/ appartenant à la frontière de C (cf. (5)), on a |p(z/t)| 1. On en 
conclut, en vertu de (12) et (15), que, si l’on avait 


et, d’après (7) et (12), 


(16) F(t,2)=2t lq 


+ (a ) a(t). 


240 
(17) Glt,w)— : =o(7 1) pour (Pl 1 et t—t,>0, 


alors F(t,z)—2z,/t, et, par suite, d’après (4), F(t,z) serait continue en 
(t9 25). 

Si {—0 et 2,40, on a, d’apres (11), w/f>co et w->w= Zy (o0). 
I] résulte donc des relations (16) et (14) que, si l’on avait 


(18) G(t,w)—0, lorsque t—>0 et w-—w= Zy (c0), 
alors F(t,z)>0, et par conséquent, d’après (3), F(t,z) serait continue 
en (Li, 20). 


Si enfin t¿=0 et z= 0, on à, en vertu de (13), w+0. Lorsque |w|/#?>2, 
alors, d’après (14), 


reste borné; en supposant que 


(19) G(t,w)—0, lorsque t—+0 et w—0, 


on aura (cf. (16)) F(t,2) 0. Lorsque #<|w|<2#?, alors, d’après (15), 


LE 


reste borne et, d’après (7), 22/{—0; en supposant que 


(20) GX t)=0 |E — } lorsque t->0 et w—0, 


4) Cf. W. Seidel et J. L. Walsh, On the derivatives of functions analytic in unit 
cirole, Trans. Am. Math. Soc. 52 (1942), p. 135, Corollary 2. 
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on aura (cf. (12)) F(t,2z)—0. Les conditions (19) et (20) entraînent donc 
la continuité de F(t,z) à l’origine. 

La condition 1) est satisfaite lorsque G(t,w) est continue dans B et 
lorsque les relations (17)-(20) sont vérifiées. D’après (13), la condition 2) 
est satisfaite s’il en est de même pour le système (9). Enfin, pour satis- 
faire à la condition 3), il suffit d’exiger, d’après (13), qu'aucune intégrale 
de (9) ne tende vers l’ensemble |w|=??. 

Toutes ces conditions seront satisfaites, si l’on pose 


Co ele) 


dans 86%). 


4) Après que ma note a était composée j'ai appris d’un article inseré par la pu- 
blication: Mamemamurxa e CCCP 3a mpuduame nem, Mocxsa 1948, que le théoreme II 
est démontré par M. Bocktein dans son travail: Teopemn cywecmeosanua u eðun- 
CMEEHHOCMU PEMEHUU CUCMEM OÛUKHOGEHHUT duppepenuuatonxc ypasnenut, M. Yaën. 
3an. ya-Ta 15 (1939), p. 3-72. 


SUR LES THESES DE DEUX NOTES DE T. WAZEWSKI 
RELATIVES AUX CRACOVIENS ET MATRICES 


Par T. BANACHIEWICZ (Kraków) 


On trouve dans les Annales de la Société Polonaise de Mathéma- 
tique 22, p. 286-288, Kraków 1950, deux notes de M. Wazewski: I. Re- 
marques relatives aux certains théorèmes de M. Banachiewicz (première 
partie), II. Théorème de M. Banachiewicz relatif à la méthode des moin- 
dres carrés (deuxieme partie). Nous examinerons ici les théses de ces 
notes du point de vue des mathématiques pratiques. 


Note I 


§1. M. Wazewski appelle deux procédés de calcul P et Q numéri- 
quement identiques lorsqu'ils dictent des calculs identiques. Une pareille 
définition, bien que parfaitement licite du point de vue formel, ne per- 
met nullement de conclure qu’,une machine automatique fonctionnant 
suivant P fonctionnera suivant Q et inversement“. Considérons, par 
exemple, une machine qui fonctionne à l’aide de cellules photoélectriques, 
et transporte automatiquement les nombres écrits, ou plutôt dactylo- 
graphiés, à son mécanisme de calcul. Si, dans le procédé P, on obtient 
les quantités intermédiaires écrites suivant un ordre p, conforme aux 
exigences de la machine M, et si le procédé Q donne les mêmes quan- 
tités écrites dans un ordre différent g, on a besoin, en employant Q, de 
transcrire l’ordre q à l’ordre p, ce qui demande un travail supplémen- 
taire. Si, par exemple, on a à calculer un déterminant du 8-ième ordre, 
la machine M demandant que les éléments du déterminant soient écrits 
dans un ordre habituel, et si le procédé P les donne ainsi, tandis que Q 
les dispose sur les cadres d’un échiquier suivant les positions successives 
du cavalier (sautant suivant une loi donnée), alors le procédé Q deman- 
dera un travail supplémentaire pour ordonner les éléments. Deux pro- 
cédés numériquement identiques peuvent donc demander de la ma- 
chine M des opérations différentes. Si même du point de vue des ma- 
thématiques abstraites ce fait importe peu, il est néanmoins essentiel 
du point de vue des mathématiques pratiques, et, dans le choix entre 
les matrices cayleyennes et les cracoviens, ce sont les considérations des 
mathématiques pratiques qui doivent être décisives. 
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$ 2. Dans le premier alinéa de la page 287, M. Wazewski remarque 
que la réduction (A,) de la solution d’un système d’équations linéaires 
à la solution d’un système „en escalier“ est numériquement identique 
& un procéde (B,) de Doolittle. Cette assertion, qui réduirait essentiel- 
lement le champ d’applicabilité de (A,), est inéxacte, puisque le procédé 
de Doolittle!) n’a trait qu’au cas de systèmes symétriques d’équations, 
tandis que (A,) est général. 


§ 3. Le fait, exprimé dans le second théoreme que communique 
M. Wazewski: „p étant une matrice symétrique (dont certains mineurs 
ne sont pas nuls), il existe deux matrices en escalier q et r qui, avec leurs 
transposées q’ et 7’, vérifient les relations 


inant lat pec UATE ap 
sert de base depuis 1938, sans avoir été spécialement formulé, a deux 
procédés de solution des équations normales ?). Dans l’énoncé de la pro- 


position ci-dessus, au lieu de „deux“ on peut mettre „une infinite de“, 
puisque la matrice diagonale r est arbitraire. Par exemple, si p = (36), on a 


(36)=(6) (1) (6)=(1) (36) (1) =(2) (9) (2)=(3) (4) (3) ete., 


et de même pour les matrices a plusieurs lignes. 


Note II 


§ 4. Apres une série de propositions plus ou moins évidentes ou con- 
nues, M. Wazewski se soulève contre l’opinion que le mécanisme ma- 
thématique des procédés cracoviens A, et A, n’est possible que grâce 
a la notion de cracovien. Les chercheurs qui connaissent la relation entre 
les matrices et les cracoviens savent à quoi s’en tenir. Lorsqu'ils con- 
siderent le point de vue des mathématiques pratiques, ils savent qu’il 
ne s’agit pas d'employer des méthodes quelconques, théoriquement pos- 
sibles, mais de choisir les meilleures du point de vue de l’exécution du 
calcul. On sait déjà que deux méthodes „numériquement identiques“ 
peuvent exiger un travail différent même pour un calcul avec une ,,ma- 
chine automatique“. La machine mentionnée au $ 1, à yeux-récepteurs 
photoélectriques, arrangés pour la multiplication des matrices, devrait 
être plus compliquée, pour des raisons de géométrie, qu’une machine 
a multiplier les cracoviens. Quant à ,, l’avantage psychologique“, M. Wa- 
zewski considère qu’on a le même effet en „tournant“ les matrices. C’est 
une opération indiquée déjà dans le travail de T. Banachiewicz, Zur 
Berechnung der Determinanten (Acta Astronomica c 3, p. 46): on tourne 
(transpose) la première matrice du produit, on multiplie les facteurs 

1) Report of the Superintendent of the M. S. Coast and Geodetic Survey etc. pour 
1877/78. Appendix 8, Paper Nr 3. 

*) Voir, par exemple, la note de T. Banachiewicz, Sur la résolution des equations 


normales de la méthode des moindres carrés, Comptes Rendus de la Société des Sciences 
de Varsovie 41 (1948), Classe III, p. 63. 
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colonne par colonne suivant les règles cracoviennes, et on a encore a tour- 
ner le produit final. Quelquefois, on associe plusieurs facteurs voisins 
dans le produit; si l’on devait associer les facteurs en m groupes, cette 
règle exigerait une transposition 2m fois. „Tourner“ ce n’est sans doute 
qu’un seul mot pour la pensée, mais, dans l’exécution, c’est toute une 
opération qui demande du temps et de l’attention, et qui, de plus, est 
facilement sujette à une erreur. 
Par ailleurs, la notation cracovienne 


—<- 2 ye 
PÆ- A X, 


ou explicitement, par exemple, dans l’expression bien connue 


x) ( [aa] [ba] [ca] [la] | |x 
p=! [ab] [bb] [cb] lb] | | y 
lz [ac] [be] [ce] [le] | | 2 
[1 | | (at) cou fet) uy | la 


correspond à une symétrie dans la conception et dans l'exécution. 
Il n’en est pas de même en notation matricielle, où l’on aurait 


[aa] [ba] [ca] [la] fay 
[ab] [bb] [cb] [tb] | | y 
[ac] [be] [ec] [te] | V2 
[at] [ot] fet} ()/ \1/ 


p= (vy 2 L) 


Nous pouvons encore ajouter les considérations suivantes. 

Les calculs sont en général bien difficiles à faire sans erreur. Ils 
demandent à cet effet des règles rigides, simples et constantes. Un cal- 
culateur moyen, ayant à multiplier des tableaux tantôt, dans des dé- 
ductions théoriques, lignes par colonnes, tantôt, dans une évaluation 
numérique des produits, colonnes par colonnes, et ceci avec un enregis- 
trement différent des résultats obtenus dans le produit „théorique“ et 
les produits „numériques“ — difficiles d’ailleurs à délimiter — finirait par 
se désorienter, ce qui empêcherait un travail tranquille et sûr. C’est pour- 
quoi chacun doit se décider, croyons-nous, soit pour le calcul matriciel, 
soit pour le calcul cracovien. Du point de vue des applications numé- 
riques, nous sommes d’avis que c’est ce dernier qui s'impose; mais nous 
voyons bien, que les cracoviens ont a lutter pour cette thése puisque 
les matrices apparurent trois quarts de siecle plus tôt, et eurent ainsi 
le temps de s’enraciner aussi dans le domaine des applications numériques. 
Elles y sont d’ailleurs protégées, soit par les tendances naturelles à la 
conservation, soit par la lenteur de diffusion des idées nouvelles, enfin 
par peu d’importance attachée par beaucoup de mathématiciens con- 
temporains aux questions de calcul. 


156 T. BANACHIEWICZ 


§ 5. On lit dans la Note: „la multiplication des cracoviens n’étant 
pas commutative, il est plus pratique de se servir des matrices dans les 
considérations théoriques“. Cette phrase est énonnante, la multiplication 
des matrices étant non plus commutative. Il semble que M. Wazewski 
a confondu la commutativité avec l’associativité. Quant a la commuta- 
tivité, elle est même, en quelque sorte, plus grande pour les cracoviens 
que pour les matrices parce que, dans un produit cracovien de 2 facteurs, 
on peut toujours changer leur ordre sans que le produit perde un sens 
(on transpose de cette façon le produit — propriété souvent commode), 
tandis que pour les matrices le produit ne perd alors de sens que si leurs 
dimensions sont particulières. Concernant la phrase corrigée, en y plaçant 
,associativité* au lieu de ,commutativite“, on peut remarquer que, du 
point de vue de l’analyse pratique, la maniabilité du résultat importe 
plus, à notre avis, qu’une petite complication dans sa deduction. 


§ 6. D’apres Vavant-dernier passage de la Note, entre autres le pro- 
cédé A, constituerait une algorithmisation au moyen des matrices d’un 
spécimen connu (notre cursive) de la méthode des éliminations succes- 
sives. Cette assertion paraissant reposer sur la supposition erronée que 
A, est numériquement identique au procédé de Doolittle (voir § 2 du 
présent article) est sans fondement. Quant à la solution Á, nous avons 
indiqué au moins deux solutions numériquement différentes, A4: et As, 
et chacune d'elles se compose de deux parties: solution déterminée, rela- 
tivement simple, et solution indéterminée; les notes de M. Wazewski 
parlent seulement de la solution déterminée. Dans ces solutions et celles 
relatives aux systèmes non symétriques, il y a des procédés numerique- 
ment différents de ceux qu’on connaissait et des procédés numériquement 
identiques aux procédés connus. Ce que nous avons obtenu ne provient 
pas de la transformation, au moyen des matrices, de résultats connus, 
mais de l'introduction de nouveaux concepts du calcul cracovien, passant 
depuis peu à peu dans le calcul matriciel (comme la méthode de décom- 
position en deux facteurs élémentaires, la division directe différente de 
la multiplication par l'inverse, le contrôle des produits), où ils devien- 
nent d’ailleurs parfois plus compliqués psychologiquement, ce qui ex- 
plique peut-être en partie leur apparition tardive dans la théorie des 
matrices. 

En terminant, nous exprimons notre reconnaissance à M. Arend de 
l'Observatoire d’Uccle pour ses conseils relatifs à cet article. 


Pour plus de détails concernant la relation entre les cracoviens et les matrices 
le lecteur pourra consulter la note de T. Banachiewicz, On the Use of Cracovians 
for Theoretical Purposes in Pure and Applied Mathematics, Acta Astronomica c 
4 (1949), p. 97-100. 


SUR L’ALGORITHMISATION DES MÉTHODES D°ELIMINATIONS 
SUCCESSIVES 


(réponse à un article polémique de T. Banachiewicz) 
Par T. WAZEWSKI (Kraków) 


Dans les Comptes Rendus des Séances de la Société Polonaise de 
Mathématique (cf. ces Annales 22, p. 286 et 288) se trouvent les résumés 
de deux de mes conférences: celles du 30 novembre 1948 (Remarques 
relatives aux certains théorèmes de M. Banachiewicz — première partie) 
et du 14 décembre 1948 (Théorème de M. Banachiewicz relatif à la mé- 
thode des moindres carrés. Remarques méthodologiques — deuxième partie). 
Dans le présent volume des Annales, M. T. Banachiewicz publie un 
article polémique sur ce sujet (reçu par la rédaction le 26 octobre 1951) !). 
Mes résumés seront cités dans la suite sous l’abbréviation RW et l’ar- 
ticle de M. T. Banachiewicz sous l’abbréviation APB. Je répondrai à cha- 
que paragraphe de APB séparément. 


Ad §1 de APB. J’ai commencé mon résumé par les deux phrases 
suivantes (RW, p. 286): 

I. L’auteur *) appelle deux procédés de calcul P et Q numériquement identiques 
lorsqu'ils dictent des calculs identiques. 


II. Une machine automatique fonctionnant suivant P fonctionnera donc suivant Q 
et inversement. 


Deux calculs sont considérés comme identiques lorsqu'ils consistent 
en l’application de mêmes suites de mêmes opérations effectuées sur les 
mêmes nombres ?). L'identité de suites d’éléments quelconques implique 
évidemment l'identité de l’ordre de ces éléments. Il est à peu près évi- 
dent que la proposition II est une conséquence de la définition I. 

Or, M. T. Banachiewicz a substitué a ma définition I une autre — 
la sienne. Il n’est donc pas étonnant que M. T. Banachiewicz ait pu faire 
entrevoir (cf. l'exemple d’une machine photoélectrique dans § 1 de APB) 
que la proposition II n’est pas compatible avec sa définition. Cette con- 
clusion de M. T. Banachiewicz ne donne évidemment aucun renseigne- 


1) T. Banachiewicz, Sur les thèses de deux notes de T. Wazewski relatives aux 
cracoviens et aux matrices, ce volume p. 153-156. 

2) La ligne 6 d’en haut de la page 287 de RW, qui se rapporte au procédé B, jouant 
le role d’un des procédés P ou Q, ne laisse aucun doute qu'il s’agit de suites d'opérations. 
*) C'est-à-dire T. Wazewski. 
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ment sur ce qui concerne la compatibilité de proposition II avec ma 
définition I. 

Il est, peut-être, inutile d’insister sur ce que deux opérations P et Q 
ne cessent d’être numériquement équivalentes à mon sens si l’on varie 
les accessoires techniques au sens large (multiplication de matrices ligne 
par colonne, ou d’autres matrices convenables colonne par colonne, cal- 
cul à la main ou calcul à la machine, l’usage du crayon rouge ou noir, 
etc.) pourvu que la suite des opérations mathématiques (addition, division, 
etc.) et la suite des nombres en question reste la même. Grâce a cette 
propriété de ma définition I, j’ai pu démontrer que le procédé A, de 
M. T. Banachiewicz est numériquement équivalent (à mon sens) à un 
procédé élémentaire B, d’éliminations successives. 


Ad §2 de APB. A la page 287 de RW, on lit: 

III. ...(A4,) est numériquement identique à un procédé (procédé de Doolittle) 
intervenant dans la méthode élémentaire de substitutions (ou d’éliminations) succes- 
sives légerement modifiée. 

On y trouve aussi une définition du procédé B, rédigée en quel- 
ques mots: 

IV. On trouve w, au moyen de u, et w,,, au moyen de W,,...,W;, U1, *). 

La proposition III peut être répartie en deux propositions V et VI, 
dont la premiere a un caractère mathématique, la seconde — bibliogra- 
phique et, sous un autre aspect, terminologique. 

V. Ay est numériquement équivalent a Bı (où Bı est défini par IV). 

VI. Le procédé B1 est di à Doolittle. 

M. T. Banachiewicz affirme que la proposition III est inexacte. Ceci 
pourrait faire croire au lecteur que M. T. Banachiewicz affirme que ni V 
ni VI ne sont exactes. 

Or, au cours de ma première conférence (à laquelle assistait aussi 
M. T. Banachiewicz), jai présenté la démonstration de la proposition V. 
L’objection de M T. Banachiewicz se rapporte donc uniquement à la 
proposition VI. 

Le procédé de Doolittle (correspondant de plus près au procédé que 
j'ai designé par B,) est, en ce qui concerne la méthode (et non pas le 
terrain d'application de cette méthode: matrices symétriques ou non), basé 
sur un principe analogue que le procédé B,. C’est pour cette raison qu’en 
définissant la construction de B,, je ne croyais pas avoir inventé un pro- 
cédé essentiellement nouveau. J’estimais donc être en règle, du point de 
vue terminologique, en appelant B, procédé de Doolittle. 

Mes conférences ont eu lieu en 1948. Plus tard, en 1950, a paru le 
livre de R. Zurmuhl, Matrizen, eine Darstellung für Ingenieure. Ce livre 
sera cité, dans la suite, sous l’abbréviation ZMDI. On y trouve quelques 
remarques, importantes du point de vue mathématique et bibliogra- 


*) Pour la signification de u, et w,, voir RW, p. 286. 
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phique, qui concernent le sujet traité dans RW. Dans le $ 23 de ZMDI 
portant le titre: 

VII. Auflosung linearer Gleichungssysteme durch Matrizenmultiplikation, 
et plus particulièrement dans l’alinéa 23.1 de ce § portant le titre: 

VIII. Das abgekürzte Verfahren von Gauss in Matrizenform (Banachiewicz), 
on trouve, à la page 249, le passage suivant: 

IX. Es handelt sich hier um Verfahren des Franzosen Cholesky und des polni- 
schen Astronomen Banachiewicz. In beiden Fallen sind die benutzten Formeln, übri- 
gens ohne Wissen der Autoren, mit Formeln des sogenannten abgekürzten Gaußschen 
Verfahrens identisch, die die Form skalarer Produkte haben. 

Du texte de ZMDI qui suit le passage cité, il résulte que l’auteur, 
en parlant du procédé de M. T. Banachiewicz, parle du procédé À, qui 
se rapporte aux équations à matrice non symétrique. Le procédé d’éli- 
minations successives que j'ai désigné par B, y est appelé: „procédé 
raccourci de Gauss“. Il s'ensuit de IX que, dans ZMDI, le procédé B, 
est considéré comme un procédé d’éliminations qui était connu avant 
l’époque, où les algorithmes en question de Cholesky et de M. T. Bana- 
chiewicz ont ete construits (cf. le fragment de IX ,ohne Wissen der Auto- 
ren“). Doolittle n’est pas cité dans ZMDI. 

A la page 288 de RW se trouvent les phrases: 

X. Le lien théorique mutuel entre les procédés A; et A2 ne consiste pas évidem- 
ment en emploi des cracoviens. 

XI. L’auteur *) remarque qu’un tel lien consiste en ce que ces procedés constituent 
une algorithmisation, au moyen des matrices, de deux différents spécimens connus 
de la méthode des éliminations successives. 

On observe facilement que, dans le passage cite IX de ZMDI, est 
énoncée une opinion compatible avec la mienne (cf. XI) relativement 
à ce que A, constitue une algorithmisation d’un spécimen connu de la 
méthode d’éliminations successives (il en est de même pour 4,). Ceci 
représente aussi une réponse à l’objection formulée au commencement 
du §6 de APB. 

Il n’est peut-être pas inutile d’insister sur ce que la démonstration 
de l’équivalence numérique de A, avec un procédé connu (ou non) d’éli- 
minations successives n’est pas liée au problème de la priorité reiative 
à A,. Aucune mention concernant ce sujet ne se trouve dans RW. 


Ad § 3 de APB. M. T. Banachiewicz déclare qu’il na pas formulé 
les relations (2) à la page 287 de RW en disant qu’il ne les a pas spé- 
cialement formulées. Dans ma conférence, j'ai indiqué des exemples de 
décompositions (2) différentes au cas général de matrices à n lignes et 
à n colonnes, à côté d’une décomposition méritant un intérêt spécial. 


Ad $ 4 de APB. M. T. Banachiewicz revient à l’exemple d’une ma- 
chine photoélectrique qui n’est, comme on vient de le remarquer, en 


r r S a aa 


*) C'est-à-dire T. Wazewski. 
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aucun rapport méritorique avec la question de compatibilité de la pro- 
position II avec ma définition I. 

A la page 288 de RW, on lit: 

XII. L'avantage psychologique provenant de la multiplication colonne par colonne 
peut être acquis sans cracoviens. Il suffit à cet effet d'introduire la directive que le 
théoricien doit tourner d’abord les matrices de manière à multiplier colonne par colonne 
et adresser ensuite l'algorithme en question au calculateur. 

J’ai donc nettement distingué le role du théoricien et celui du cal- 
culateur. Le théoricien, en partant de la théorie des matrices, construit 
l'algorithme (sans effectuer le calcul strictement numérique) en invertis- 
sant le rôle des lignes et des colonnes. L’algorithme, formé ainsi par le 
théoricien, coincidera textuellement avec le procédé A, de M. T. Bana- 
chiewicz. Le calculateur en se servant de cet algorithme n’aura donc 
pas à tourner les matrices, il multipliera colonne par colonne en suivant 
les directives de l'algorithme fourni par le théoricien. 

Or, M. T. Banachiewicz procède dans sa polémique comme si j'avais 
attribué au calculateur le rôle d’ invertir lignes et colonnes (action de 
,tourner“), ce qui est en contradiction avec le passage cité de RW. Ce 
n’est, au fond, que grace à une substitution implicite de son texte à la 
place de mon texte que M. T. Banachiewicz peut suggerer à un lecteur, 
pas suffisamment critique, que j’ai formulé une assertion dans RW qui 
ne s’y trouve réellement pas. M. T. Banachiewicz dit en effet (APB § 4): 

„Tourner“ ce n’est sans doute qu’un seul mot pour la pensée, mais, dans l'exécution, 
c'est toute une opération qui demande du temps et de l'attention et qui, de plus, est 
facilement sujette à une erreur. 

Il s'ensuit clairement que M. T. Banachiewicz parle de l’action de 
tourner les matrices par le calculateur. 

Le reste du $ 4 de APB est, en sa plus grande partie, basé sur la con- 
fusion des rôles que j’attribue au théoricien et au calculateur. 


Ad §5 de APB. A la page 288 de RW se trouve inséré un passage 
qui, debarassé d’une faute qui s’y est faufilée, a la forme suivante: 


XTII. La multiplication des cracoviens n’étant pas associative 5), il est plus pra- 
tique de se servir de matrices dans les considérations theoriques. Au besoin, il suffit 
de tourner les matrices a la fin des considerations. 


R. Zurmübhl fait la remarque suivante à ce sujet (cf. ZMDI, p. 21): 


XIV. Indem hier‘) das gewissermassen natürliche, aus der Hintereinanderschal- 
tung linearer Transformationen erwachsene Multiplikationsgesetz für Koeffizienten- 
schemata verlassen wird zugunsten einer doch höchstens gerinfügigen und vor allem 
leicht anderweitig zu erreichenden Erhöhung der rechentechnischen Bequemlichkeit, 
geht damit zugleich eine Reihe einfacher Rechengesetze der Matrizenmultiplikation, 
insbesondere das assoziative Gesetz verloren und damit gerade die besondere Leichtig- 
keit des formelmässigen Rechnens mit Matrizen. 


3) Au lieu de „associative“, j'ai mis „commutative“, ce qui constitue un lapsus 
calami évident. 
4) C'est-à-dire au cas des cracoviens. 
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La compatibilité de XIII et XIV est manifeste. L'opinion XIV de 
R. Zurmübhl est formulée d’une facon plus nette en ce qui concerne cer- 
tains détails. En plus, XIV indique la cause essentielle et naturelle qui 
a imposé la multiplication des matrices ligne par colonne (et non colonne 
par colonne). Cette cause réside dans le théorème fondamental T suivant: 


La matrice jacobienne du produit de deux transformations est égale au 
produit des matrices jacobiennes de ces transformations. 


Ce théorème devient faux si l’on y remplace le terme ,,matrice“ par 
le terme ,,cracovien“. Sur le terrain des cracoviens, un théorème S, ,,iso- 
morphe“ avec T, fait totalement disparaître la simplicité fondamentale 
dans laquelle réside la valeur algébrique de T. C’est grâce à T que j'ai 
pu démontrer, d’une facon simple et rapide, l'identité numérique des 
procédés A, et.B;. C’est aussi grace à T que le produit des matrices pos- 
sede la propriété associative. Si chacun avait à se décider, comme le croit 
M. T. Banachiewicz (cf. APB, § 4), soit pour le calcul matriciel, soit cra- 
covien, le théoricien choisirait, pour ses considérations théoriques (rela- 
tives, par exemple, au développement en série des puissances d’une ma- 
trice) le calcul ajusté au théoreme T, c’est-a-dire celui des matrices. 
Ce choix est plus économique sur ce terrain que le choix du calcul cra- 
covien. C’est donc dans le theoreme T que réside, en général, la raison 
intrinseque qui impose le choix de la multiplication ligne par colonne 
dans les recherches théoriques (n’exigeant pas de calculs strictement 
numériques). Le résultat final pourra être facilement remanié par le théo- 
ricien de façon à avoir un algorithme avec la directive de multiplier 
colonne par colonne. Il adressera ensuite cet algorithme au calculateur. 
On aura ainsi une double économie de temps et de travail, au lieu d’une 
économie simple. 


Quel est donc, en définitive, le rôle de la théorie des cracoviens 1° sur 
le terrain des recherches théoriques, 2° sur le terrain de l’application 
pratique de lalgorithme par un calculateur effectuant les calculs nu- 
mériques ? 

On a vu que, sur le terrain des recherches théoriques, l’usage des 
cracoviens rend le travail plus difficile, complique, et, par suite, facile- 
ment sujet à une erreur. L’usage de la théorie des cracoviens n’est donc 
ni pratique, ni économique sur ce terrain. 


Sur le terrain de l’application par le calculateur d’un algorithme 
construit précédemment, Vintroduction des cracoviens est équivalente 
a introduction de la directive postulant la multiplication colonne par 
colonne de tableaux convenablement remaniés par le theoricien. Le pro- 
blème se réduit donc plutot à une question de nomenclature, à la que- 
stion de savoir s’il est pratique, du point de vue du calculateur, d’ap- 
peler cette multiplication par un nom spécial et, en particulier, de l’ap- 
peler multiplication cracovienne et les tableaux en question cracoviens. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 11 
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Les avantages pratiques de l’algorithme A, de M. T. Banachiewicz, 
et des auties algoritimes d’un genre analogue, sont faciles à constater. 
On les trouvent insérés dans certains manuels récents. Leur mécanisme 
mathématique est indépendant de la théorie des cracoviens. Ainsi, par 
exemple, Valgorithme A, est présenté dans ZMDI sous sa forme matri- 
cielle. Ceci conduit à l’opinion que ces algorithmes méritent une atten- 
tion plus spéciale que la théorie des cracoviens. Ne serait-il pas juste 
de les appeler „algorithmes cracoviens“, même au cas où l’on se sert 
de matrices et non pas de cracoviens ? 6). 

La théorie des „algorithmes cracoviens“, ainsi définie, aurait pour 
but d’algorittmiser diverses méthodes d’éliminations successives (cf. RW, 
ie fragn ent cité plus bas sous XV); les algorithmes de M. T. Banachie- 
wicz feraient partie de cette théorie comme resultats particuliers. Elle 
se servirait, dans sa partie strictement théorique, de matrices (économie 
de travail) pour construire les algorithmes destinés aux calculs numé- 
riques. 

Le problème de „lutte“ entre matrices et cracoviens, de chance entre 
ces deux „adversaires“, perdrait ainsi sa complication apparente. La dé- 
cision dans cette „lutte“ reviendrait tout simplement au choix entre 
deux formes numériquement équivalentes d’un même „algorithme cra- 
covien“ fourni par le théoricien. Il s’agirait, au fond de choisir la façon 
de multiplier qui est la plus commode. Dans cette situation, il devien- 
drait inutile de construire des hypotheses sur la chance des deux ,,ad- 
versaires“ dans la „lutte“ ainsi localisée §). 


Ad §6 de APB. Au début de ce paragraphe, M. T. Banachiewicz 
répète son objection sur l’équivalence numérique des procédés A, et B.. 
Nous y avons répondu plus haut. 

Ensuite, M. T. Banachiewicz parle de certains sujets qui n’intervien- 
nent pas dans RW (par exemple des solutions A, et Az). Je les laisse 
sans réponse. En ce qui concerne la pénétration,, tardive“ de „nouveaux 
concepts du calcul cracovien”’ sur le terrain du calcul matriciel, elle pro- 
vient probablement de ce que M. T. Banachiewicz a obtenu ses procédés 
en se servant de la notion de cracovien, ce qui a conduit à l’opinion que c’est 
grâce à cette notion que le mécanisme mathématique des procédés A, et A, 
est possible. Or, on peut réaliser une pénétration mutuelle immédiate et 


5) Il paraît qu'il serait pratique de remplacer le terme „multiplication cracovienne“ 
par un autre, par exemple, „multiplication verticale", car l’usage du terme ,,cracovien“ 
dans plusieurs sens différents (théorie des cracoviens, calcul cracovien, méthode cra- 
covienne) a conduit à des malentendus sur le rapport entre la façon de multiplier et 
le mécanisme mathématique des algorithmes. 

6) M. T. Banachiewicz attribue la chance actuellement favorable aux matrices, 
à ce qu’elles sont „protégées, soit par des tendances naturelles à la conservation, soit 
par la lenteur de diffusion des idées nouvelles, enfin par peu d’importance attachée 
par beaucoup de mathématiciens contemporains aux questions de calcul". 
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complète de la théorie des matrices et de celle des cracoviens en remarquant 
que ces deux théories sont tout simplement isomorphes au sens de RW. En 
ce qui concerne l'identité entre la théorie des matrices et celle des craco- 
viens (au sens de l’isomorphie en question) S. Arend, mentionné par 
M. T. Banachiewicz à la fin de APB, est du même avis que moi. Ceci 
résulte d’un passage d’un de ses articles’); ce passage a pour titre: 
„Matrices et cracoviens, aspects jumeaux d’une même conception“. 

Du même avis est aussi R. Zurmuühl (cf. par exemple, les titres 
à la page 248 de ZMDI, cités plus haut sous VIII et VII). 

Je dois insister sur ce que je n’ai pas contesté dans RW la valeur 
pratique des procédés A, et A, de M. T. Banachiewicz. C’est en atta- 
chant une importance aux questions de calcul que je me suis demandé 
si l’on pouvait obtenir de nouveaux résultats et de nouvelles méthodes 
du même genre, et comment. Ainsi j’ai été amené à soumettre les pro- 
cedes en question de M. T. Banachiewicz à une analyse détaillée, qui 
m’a conduit à distinguer deux côtés tout-à-fait différents: le rôle de la 
théorie des cracoviens et le mécanisme mathématique des procédés <A, 
et À, J’ai remarqué qu’il y a huit théories isomorphes, au sens indi- 
qué dans RW, à celle des matrices, dont deux se servent de la mul- 
tiplication colonne par colonne: celle des cracoviens et une autre sans 
nom spécial. J’ai observé, d’autre part, que les procédés A, et A, | sont 
numériquement équivalents à certains procédés indépendants de la no- 
tion de matrice et de celle de cracovien. Ceci m’a conduit à la conclu- 
sion suivante (cf. RW, p. 288): 

XV. Les résultats en question de M. T. Banachiewicz peuvent etre classés comme 
appartenant à un domaine de recherches plus vaste dont la direction à prendre con- 
siste à algorithmiser, dans le sens précédent, les autres cas connus de la méthode des 
éliminations successives, pour obtenir des procédés numériquement identiques, mais 
présentant des avantages psychologiques pour le calculateur. 

Je considère cette conclusion comme un résultat principal de RW. 
J’ai déterminé une direction de recherches, une voie dont une partie 
a été suivie par Cholesky et T. Banachiewicz (à leur insu — d’après IX) 8). 


3) S. Arend, Voies nouvelles dans le calcul scientifique, Ciel et Terre, LVII-ième 
Année, numéro 12, Bruxelles (décembre 1941), p. 9. 

8) L'observation bibliographique suivante se rattache de près à la these XV. Cho- 
lesky a construit un algorithme (communiqué en 1924) en se servant de matrices et 
sans connaître la notion de cracovien introduite plus tard par M. T. Banachiewicz. 
Ce dernier a construit un algorithme (communiqué en 1938), indépendamment de Cho- 
lesky, en se servant de cracoviens (cf. ZMDI, p. 249 et 260). Le manuel ZMDI con- 
sidere ces deux algorithmes comme identiques. Suivant notre terminologie, ils sont 
numériquement identiques. Ils résultent mutuellement l’un de l’autre par une simple 
isomorphie. Tous les deux constituent, suivant la terminologie proposée plus haut, 
certains algorithmes cracoviens. (Il ne s’agit pas ici de l’algorithme A, de M. T. Ba- 
nachiewicz qui est plus général en un certain sens.) 
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L'opinion citée de ZMDI (cf. IX) est compatible avec cette conclu- 
sion en ce qui concerne le procéde A, de M. T. Banachiewicz. Le fait 
que certaines recherches récentes procedent dans la direction indiquée 
dans XIV parait confirmer ce point de vue. 

La mise en évidence, d’une facon nette, d’un lien entre deux pro- 
cédés, ou deux méthodes, paraissant mutuellement indépendants, apporte 
souvent de la clarté dans les recherches et détermine le sens de leur évo- 
lution en facilitant la construction de résultats définitifs. L’indication 
d’une direction de recherches peut attirer l’attention sur certains pro- 
blèmes importants, mais non aperçus, dont la solution peut rendre des 
services pratiques. C’est pour cette raison que j'ai cru utile de presenter, 
au cours de mes conferences, les résultats de mes réflexions sur l’algo- 
rithmisation de la méthode d’éliminations successives. 

Les RW ne constituent pas des notes autonomes, comme on pourrait 
le croire d’après le titre de APB. Ce sont des résumés de mes deux con- 
férences. J'étais obligé de les rédiger en peu de lignes. L’article APB 
suggère qu’il serait peut-être bon de publier le sujet de ces conférences 
sous une forme détaillée, accessible aux larges sphères des personnes 
qui, sans être mathématiciens, s'intéressent aux mathématiques appli- 
quées. 


SUR CERTAINES FONCTIONS HOMOGÈNES 
DE DEUX VARIABLES COMPLEXES 


Par C. LOSTER (Kraków) 


1. Introduction. Désignons par Q l’espace de deux variables com- 
plexes æ et y. Les points de Q seront désignés par les lettres p,q,u,.…., 
et leurs coordonnées par (#,,Y:),(æ:,Y2),(æ,y),… Etant donnés deux points 
quelconques p et q de coordonnées (#,,Y,) et (%,%.), nous désignerons 
_ par pg l'expression 
(1) PG= 5(L1Y2—L2Y3)- 

La valeur absolue |pqi=4|%,Y.—2y,| sera dite distance triangulaire 
des points p et q. 

Soit H un ensemble fermé et borné de points de Q, contenant une 


infinité de points dont les distances triangulaires mutuelles sont posi- 
tives. Désignons par p™ un système de n +1 points de E; soit 


(2) p= (PoP Pa) où [p,p]>0 si i#j 


et soit « un point variable dans Q, les produits 


| » JT“? | 
Ly (up is (1=0,1,2,..,n), 
k= j 
ai TYP | 
Cr(uyp”)—= JE (j= 0,1,2,...,n), 
(3) Aoa r] 
h+j 


Ry (u po he pC (u,p) (j= 0,1,2,..., 0), 


Ia (u, p) =) Sat 


pain à. 
sont des polynômes homogènes des coordonnées x et y du point u. Lors- 
que u est fixé et le système (2) varie dans E les maxima 


max LP (u ph), max |Cr'(u,p™)|, max | Ré (up) 
J J 
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et le module |S,,(u,p™)| ont des bornes inférieures finies. Nous les dé- 
signérons comme il suit 


(4) L,(u)= inf {max |[L(u,p°)}}, 
(per) (j) 

(5) Catu)= inf {max |C,(u, p))}, 
(ek) (j) 

(6) R,(u) = inf {max |R (u, p)|}, 
(Dee) (j 

(7) S,(u) = inf | 8,(u,p™)|. 
(p' EF) 


F. Leja à introduit une constante O(E) liée à l’ensemble F, dite 
écart de cet ensemble!), et il a démontré que la suite {VZ,(u)} tend 
dans l’espace entier Q, vers une limite finie ou infinie L(u). La fonction 
L(u) est partout finie si O(E) >0 2). 


Le but de ce travail est d’examiner les suites 


2n i n(n+1) 


{(VC.(u)}, (VR(u)} eb { VS}. 


2. La suite {C,(u)}. Je devrai m’appuyer sur les lemmes suivants: 


Lemme I. Les fonctions (5) s’annulent a l’origine des coordonnées 0 
et sont positives lorsque u 0. 


Demonstration, L'égalité C;(0)—0 pour n—1,2,... est évidente. 
Soit u0, et 2 un point de Q tel que |u2,| >0. Considérons le polynôme 
(u2,)" et le systeme (2) de points de E. D’après la formule d’interpolation 
de Lagrange on à identiquement 


tì n 
y Zo p 
(8) (uz,)"= > up) [J 2; 
j=0 k=0 J 
x kf 


si Pon pose y(2)= sup |pzo|, on aura l’inégalité 
(pe E) 


juel < 2 0P, po) Lf ep, < (0+1) max [Cu , pyle)", 
J 
j=0 k=0 


k=] 


1) F. Leja, Sur l’existence du domaine de convergence des séries de polynomes homo- 
genes, Bullet. de l’Acad. Polon., Classe des Sc. Mathem., 1933, p. 453-461. 

*) F. Leja, Sur une fonction homogène de deux variables jouissant d’une propriété 
extremale, Ann. de l’Acad. des Sc. Techn. 3 (1936), p. 193. 
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donc 

(9) max |OP'(u,p)| > ol, 
(i) (n +1) y(2%)" 

et, par suite, 

| UZ|" 


OO GT) pleat 


pour w~0, n=1,2,3.,... 


Lemme II, Les fonctions (5) satisfont quel que soit u aux inégalités 
suivantes 


(10) Cnel) > CA(u)C(u) pour n et k=1,2,3,... 


La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme I, in- 
séré dans le travail de F. Leja, Sur une suite de fonctions liée aux en- 
sembles plans fermés, Ann. de la Soc. Pol. de Math. 13(1935), p. 53-58. 


Théorème I. Quel que soit ueQ la limite finie ou infinie 
(11) lim VC,(u)—C{u) 
existe. Si l'écart O(E) est positif, la fonction Cu) est partout finie. 


Démonstration. Il est clair que la limite (11) existe si w=0. Si 
u+0, tous les termes de la suite (5) sont positifs et satisfont aux iné- 
galites (10). Il en résulte immédiatement Vexistence de la limite (11) 
en chaque point we@ en vertu du lemme connu suivant: 


Si une suite {a,}, où a, >0, satisfait aux inégalités 
Antk > Ann pour n et k=1,2,3,...; 
es 
la suite {an} tend vers une limite finie ou infinie. 


Supposons maitenant l'écart O(E) positif, et soit gq = (qo,Gi5+++5 Qn) 
un système de points de Æ tel que, si l’on pose 


Op) = = p,p,l et On = sup [min OV(p™)], 


peu (pÜeE) (j) 
on ait 
(12) Oo ae OW) (gq) et lim (o2 O( E) 3). 
J n 
D’après (3), on a 
(13) IC (ug) |< tal OE pour j=—0,1,2,...,n, 


On 


8) Voir le travail cité dans la remarque 1). 
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où A(u,E)= sup |up|, done 
(PEE) 


PE 
ans es AUS 
(14) VC, (u) < Abel pour tin = 12007. 
VO, 
et 
oz te _ A(u, E) 
lim | C,(u)=C(u) < GE) ` 


Le théorème est donc démontre. 


3. Les suites {R,(u)} et {S,(u)}. Lemme TIH. Les fonctions (6) satis- 
font quel que soit ueQ aux inégalités 


(15) nan (Ue Rtu) Ry, (a) “pour ne k=1,2,3)... 
Démonstration. Soient € >0 et 
(16) gear) — (do G53 oat, gs la+? NE) qu x 


un système de n+k+1 points de E tels qu’on ait 


pi) (n+kh 
(17) TERRE eee RÉ a E e. 
J 
Formons l'expression 
UG, aea UT a alt 
Ugo MQ e UA a UA UI MH, | 


(18) 
AC PAE AEGEA: Pau 
où u est un point fixe de l’espace Q, CORT TETES: PR, est un système de k 


points du système (16) et LACPRL Lae 7) est le produit 


ner fl | PAL PAL 


CPR qi "os q 
O<u<r<k-1 


Cherchons le minimum de l'expression (18) lorsque, k étant fixe, les 
points IRE PERL U,_, parcourent le système (16). En changeant con- 


venablement les indices des points (16), on peut toujours supposer que 
ce minimum soit égal à 


| CEES EL CRE ” ASEEN f | Ud udi a ug, 
A PET 
Par suite, quel que soient i=0,1,2,...,n et J=n+1,n+2,...,n+k, on 
a l'inégalité 
Ug nya YAU Ulga e Uny pl Ig + Ug 1U Uaia + UG, | 
Vaea PEL AL Varo a 


Viq 


? 
ntl dasa? ‘en! Vnitr) 
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d’où l’on deduit la suivante: 
©  uglflug, pe ag |*| ug 
I Inya IC PEUT ee ulna npa TT TC liyat TT TE 


En multipliant les deux membres par 


(UA nyate UA Ulya e Uana 
LAS 


et en se servant de la notation (3), on trouve l'inégalité 
(19) LOCEN Gee Qatar eee 9 PE EAT SA OER E ETET Ina a) 


pour t=0,1,2,... n et lL=n +1, n+2;, n Nn+k. 
Cela posé, considérons les n+1 points q,4,,...,q, du système (16), 
et supposons que l’indice p, 0<p<n, soit tel qu’on ait 


[RP (05 Gy 5 Gy Gare Qn) | = pax RD (U5 Qi rose In) 
D’apres (6), on aura 
(20) RP (U; Gy 1 Gy Gore ,)| > R, (u), 
et, comme on a identiquement 
BiP p (U, QUE) = RP (U5 dos liros la) EP G Aring Unt ds 
il vient, en vertu de (19) et (20), linégalité 


fis (u) ae | RO) (u; 99994» ge) a ROU; CPE eet unl! MENS] 


qui entraîne l’inégalité (15). 


Posons 
2n n(n+1) 
(21) r,(u) =VR, (u) et SATA VS,(u), Pour ea? —— 2. 
Théorème IT. Quel que soit u eQ, les limites 
(22) lim 7,(u)= R(u) et lim s,(w)= S(w) 


existent et on a R(u)=S(u). Lorsque O(E) > 0, ces limites sont partout finies. 


Démonstration. Soit u un point quelconque, mais fixe, de Pes- 
pace Q. Posons 


(23) 6(u,#)=inf|pu| lorsque pe #, 
(24) o(E)=sup}r”,| lorsque reË,r,eE. 
Distinguons les deux cas suivants. 


Si 6(u,#)=0, on a, d’après (6) et (7), &,,(u)=S,(u)=0 pour n=1,2,..., 
et le théorème est évident. 
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Si 6(u,H)>0, tous les termes R,(u) sont positifs. En effet, soit 
D = (Po) Pise Da) un Système (2) de points de E. D’après la défini- 
tion (3), on a identiquement 


8,(u,p)= [J LP (u,p)= [J OP (u,v), 
j=0 j=0 
done 


[S,(u,p”)P = ff RP (u, p”), 


1=0 
et, par suite, 
[max RD (u, pT > | Su, D > | ke ô(u, E) Pah) 
o(E) | 
On en déduit l’inégalité 
: 2n 
(25) R,(u) > ecw pour n—1,2,3,..., 


donc, d’après (15), la suite {r,(u)} converge vers une limite finie ou infinie. 
Soit e >0 fixe. Il existe un système q =(q,,4,;---9,) de points de Æ 
tel que 


(26) Sn (U) >|Sa(u, q)|—e. 
Soit k un indice tel qu’on ait 
(RP (u, ")|=max RP (u M 
En vertu de la définition (3), on à identiquement 
K (U = BP (UJ) Ss (U5 Ig Uy ee Wea pra es da) 
d’où suit d’après (6), (7) et (26) Vinegalité 
Xa (U) > Ra(u)Sn-1(u) —e6, 
et, comme € est arbitrairement petit, on trouve 
Salu) > Rna (U) Sn (U) pour n=2,3,4,... 
De cette inégalité on déduit la suivante 
Satu)>R;(u)R,(u)...R,(u) pour n=1,2,3,.: 


celle-ci peut être mise, d’après (21), sous la forme 


2 
(27) sa(u)>{r,(u)r(u)...r,(u)"}"tt1) Dours@n 192,57. 
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D’autre part, il existe un système v0 = (v,,0,,0,...,v,) de n +1 points 
de E tel qu’on ait 


R(u)+e >max | RY (u,v"’)|, 
(j) 
donc i 
(28) R,(u)+e>|RP(u,o™) pour j=0,1,2,3,... n. 


En multipliant ces inégalités membres par membres, on a 


[R,(u) +E > J RP (u, 0) =|8,(u,o)P? SSU) , 
j=0 
et, par suite, 


(29) Tanl U) > SnU) Dour Ual 2 5... 
Puisque la limite lim r,(u) existe, les relations (27) et (29) entraînent 
lexistence de la limite lim s, (u) et légalité 


lim r, (u)= lim s, (u). 


Remarquons maintenant que 
(30) Salu) < pour n=1,2,3,..., 
et que VO, >0(n), donc, si O(E) est positif, on a 
S(u) < Don 
et le théorème est démontré. 


4. Homogénéite des fonctions limites. Une fonction f(x,y) des 
variables complexes x et y sera dite homogène d'ordre 1 si, À étant un 
nombre complexe quelconque, on a 


|f(Aw, Ay)| =à] F(x,y). 


Il est clair que la distance triangulaire |up| est une fonction homo- 
gène par rapport aux coordonnées du point u. 


Théorème ITT, Les fonctions limites 
(31) C(u) Ru),  S(u) 
sont homogènes d'ordre 1 par rapport aux coordonnées du point u. 


Il suffit de borner la démonstration à une seule des fonctions (31), 
par exemple à C(u), et à une valeur de À différente de zéro. Soit w un 
point quelconque de l’espace Q, et e un nombre positif quelconque. Dé- 
signons par v le point de coordonnées x, Ay, où x et y sont celles du 
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point u, et soit n un nombre naturel quelconque. A e>0, n, u et v cor- 
respondent deux systèmes de n +1 points de E; soient 


DP) = (Ppi P1 Dore D) = (59949 5.0) 
tels qu’on ait 
Cna (u) +e >max |CP (u, p™)], 
(i) 
Cn(v) +6 > max GANT Te 
J) 
Puisque 
On’ (7g) =A 0R (u, g] et A Plu, p™®) = |0 w, p”), 
on a 
JAI" O,(u)+14|" e>max |O% (v, Hal, 


Cn(v)+e > max uy” d/l", 
d’où il suit que L 
|4|" Cn(w) + Ale >C, (0), 
Calv)+e > [Al C,(u), 

et, comme € est arbitrairement petit, 

Al" Onlu) > C,(v 

A pour .n—=142,9,... 
I] en résulte que 

[2| C(u) > C(v), C(v) > |A| Cu), 

done C(v)=|A|C(u), c. q. f. d. 


Remarque. F. Leja a démontré que la fonction L(u) a plusieurs 
propriétés remarquables par rapport aux séries de polynômes homogènes 
de deux variables‘). Il serait intéressant d’examiner la continuité des 
fonctions (31) et les relations entre ces fonctions et la fonction L{u). 


‘) F. Leja, Sur une classe de fonctions homogènes et les séries de Taylor des fonc- 
tions de deux variables, Ann. Soc. Pol. Math. 22 (1949), p. 245-268. 


SUR UN PROBLÈME CONCERNANT UN RÉSEAU À 36 POINTS 


Par W. SIERPINSKI (Warszawa) 


Dans sa lettre du 22 juillet 1951 M. K. Zarankiewicz m’a posé le 
probleme suivant: 

Soit n un nombre naturel plus grand que 3 et À, un réseau forme 
de n? points situés dans le plan et rangés en n lignes et n colonnes. Il 
s’agit de trouver le plus petit nombre naturel k(n) tel que tout sous- 
-ensemble de R, formé de k(n) points contienne 9 points situés sur trois 
lignes et trois colonnes du réseau X,. 

On démontre sans difficulté que k(4)=14 et k(5)= 21. 

Le but de cette note est de trouver le nombre k(6). 

La figure, formée de 26 points, 


qui ne contient aucun système de 9 points situés sur trois lignes et trois 
colonnes, prouve qu’on à k(6) > 26. 

Je démontrerai que k(6)=27. Vu que k(6) >26, il suffira de démon- 
trer que k(6)< 27. 

Soit donc S un sous-ensemble du réseau À, formé de 27 points. L’en- 
semble F—R,—S contient donc 9 points. Le réseau KR, contenant 6 li- 
gnes, et l’ensemble F ayant 9 points, seulement trois cas peuvent se 
présenter: 


1. Une seule ligne contient plus qu’un point de F. 

On voit sans peine que cette ligne contient alors au moins 4 éléments 
de F. Si l’on supprime cette ligne, il reste au plus 5 points de F qui peu- 
vent être recouverts par deux lignes et trois colonnes. Donc, en suppri- 
mant trois lignes et trois colonnes convenables, on a de R, un système 
formé de 9 points contenus dans S et situés sur trois lignes et trois 
colonnes. 


2. Seulement deux lignes contiennent plus qu’un point de F. 
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On voit sans peine qu’une au moins de ces lignes contient alors 3 élé- 
ments de F. Si l’on supprime ces deux lignes, il reste au plus 4 points 
de F qui peuvent être recouverts par une ligne et trois colonnes. Donc, 
en supprimant trois lignes et trois colonnes convenables, on a de À, un 
système formé de 9 points de © situés sur trois lignes et trois colonnes. 


3. Trois lignes ou plus contiennent plus qu’un point de F. 

Si l’on supprime trois de ces lignes, il reste au plus 3 points de F 
qui peuvent être recouverts par trois colonnes. On en déduit comme 
plus haut que S a un système de 9 points situés sur trois lignes et trois 
colonnes. 

Nous avons ainsi démontré que tout sous-ensemble de À, contenant 
27 points a un système de 9 points situés sur trois lignes et trois colon- 
nes. Il en résulte immédiatement que k(6)<27. La formule k(6)= 27 se 
trouve ainsi démontrée. 

Le problème de trouver k(7) et, a plus forte raison, le problème de 
trouver une formule permettant de calculer k(n) pour tout nombre na- 
turel donné »>6 reste ouvert. 


UN THÉORÈME CONCERNANT LFS FONCTIONS CONTINUES 
DANS LES ENSEMBLES ORDONNÉS 


Par W. SIERPINSKI (Warszawa) 


Dans une communication que j’ai présentée à la section de Varsovie 
de la Société Polonaise de Mathématique en 1951 !), je m’occupais 
de fonctions continues, définies pour les nombres ordinaux, et dont les 
valeurs sont des nombres ordinaux. M. K. Zarankiewicz m’a posé la que- 
stion si les théorèmes que j’ai alors énoncés peuvent être généralisés 
pour des fonctions définies dans un ensemble ordonné quelconque et 
dont les valeurs appartiennent à un (autre ou le même) ensemble or- 
donné. Le but de cette note est de généraliser ainsi un de ces théorèmes. 

Je commencerai par des définitions de la convergence de suites et 
de la continuité de fonctions dans les ensembles ordonnes. 

E étant un ensemble ordonné et 4,,4:,.. une suite infinie d’éléments 
de E, on dit que l’élément a de E est limite de cette suite, ce qu’on écrit 
(1) a= lim an, 

n-> 
si, b et c étant deux éléments quelconques de E et tels que b<a<c, il 
existe un nombre naturel u tel que 


b<a,<c pour n>m. 


Dans le cas, où a est le premier élément de l’ensemble E, on a la for- 
mule (1) s’il existe, pour tout élément c de E tel que a<c, un nombre 
naturel u tel que a,<c pour n > u; dans le cas où a est le dernier élément 
de E, on a la formule (1) s’il existe, pour tout élément b de E tel que 
b<c, un nombre naturel u tel que b<a, pour n>n. 

Soit f(x) une fonction définie pour les éléments x d’un ensemble or- 
donné E et dont les valeurs sont des éléments d’un ensemble ordonné H. 
On dira que la fonction f(x) est continue pour un élément x, de E si 

lim 2, = £o 


11-00 
dans Æ entraîne toujours 


lm f(£n) = f(Xo) 


n—> 2o 


dans H. 


1) Voir W. Sierpiński, Sur les fonctions continues d’une variable ordinale, Funda- 
menta Mathematicae 38 (1951), p. 204-208. 
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On démontre sans peine que pour que la fonction f(x) (définie pour 
les éléments x de l’ensemble ordonné E et dont les valeurs appartien- 
nent à l’ensemble H) soit continue pour |’élément x, de E, il suffit que, 
a,,b, étant des éléments quelconques de H tels que a,<f(%)<),, il existe 
des éléments a,b de E tels que a=x,=b et que a,<f(x) <b, pour a<x<b. 
Dans le cas, où f(x) est le premier ou le dernier élément de l’ensemble H, 
ainsi que dans le cas, où x, est le premier ou le dernier élément de Plen- 
semble H, âl faut modifier ces conditions d’une façon évidente. 

A l’aide de l’axiome du choix on démontre que cette condition est 
aussi nécessaire. 


Théorème. Chaque fonction, définie dans un ensemble ordonné dé- 
nombrable E et dont les valeurs sont des éléments d’un ensemble ordonné H, 
est limite d’une suite infinie de fonctions continues dans E, dont les valeurs 
appartiennent a H. 


Lemme. E étant un ensemble ordonné dénombrable, a, b deux elements 
de E, tels que ab, il existe une décomposition de E en une somme de deux 
ensembles, E— A +B, ayant les trois propriétés suivantes: 

19 ae À et beB, 

2° tout element de A precede tout element de B, 


3° soit A a un element dernier et B un élément premier, soit A n’a 
Velement dernier et B d’element premier. 


Démonstration du lemine. Soient a et b deux éléments de l’en- 
semble ordonné dénombrable E, tels que a <b. Soit E, le sous-ensemble 
ordonne de E formé des éléments a et b et de tous les éléments x de E 
tels que a<Sx<b. 

Si E, n’est pas dense, il a deux éléments a, et b, entre lesquels ne se 
trouve aucun élément de E, donc aussi aucun élément de E. En dési- 
gnant par A l’ensemble de tous les éléments de Æ qui précèdent Vélé- 
ment b, et en posant B=H—A, on a une décomposition E—A +B qui 
satisfait aux conditions 1° et 2° ainsi qu’à la condition 3° puisqu'il existe 
un élément dernier a, de A et un élément premier b, de B. 

Supposons E, dense. Il est donc infini et en tant que sous-ensemble 
de l’ensemble dénombrable E, il est dénombrable. En tant que dénom- 
brable, dense et ayant un élément premier a et un dernier J, il est, comme 
on le sait, semblable (dans le sens de l’ordre) à l’ensemble À de tous les 
nombres rationnels de Vintervalle (0,1) ordonné d’après leurs grandeurs. 
Soient a un nombre irrationnel de l'intervalle (0,1) et M, ou N, l’ensemble 
de tous les nombres de À qui sont respectivement plus petits, ou plus 
grands, que a. L'ensemble M n’a pas, comme on le sait, d’élément der- 
nier, et l’ensemble N d’élément premier. Or, à la décomposition R= M +N 
correspond une décomposition E,—4A,+B,, où l’ensemble A, est sem- 
blable à M et l’ensemble B, à N. 
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Désignons par À l’ensemble formé de tous les éléments de E qui pré- 
cèdent a et de tous les éléments de A,, et posons B=H—A. On voit sans 
peine que la décomposition E=A +B satisfait aux propriétés 1° et 2°, 
ainsi qu’à 3° puisque l’ensemble À (en tant que semblable à M) n’a pas 
d’élément dernier et l’ensemble B (semblable à N) n’a pas d’élément 
premier. 

Le lemme se trouve ainsi démontré. 


Démonstration du théorème. Soit E un ensemble ordonné dé- 
nombrable. Il existe donc une suite infinie %,,2,,... formée de tous les 
éléments distincts de ŒE. 

Soit n un nombre naturel. Ordonnons les éléments %,,2%,,...,%, d’après 
leur ordre dans l’ensemble E, et soit 


T1 SLR Un 
la suite ainsi formée. 

D’après le lemme, pour tout nombre naturel k<n, il existe une dé- 
composition H=A,-+B, telle que 1° x, e À, et £i} € By, 2° tout élément 
de A, précède tout élément de B,, 3° soit A, a un élément dernier et B, 
un élément premier, soit A, n’a d’élément dernier et B, d’element premier. 

On voit sans peine qu’on a A,CA,C...CA,-}. 

Soit f(x) une fonction définie dans E et dont les valeurs sont des élé- 
ments d’un ensemble ordonné H. 

Posons 

fn(@) = f(x) pour we Ay, 
fra(v)=f(e,) pour we Ay—Azy (kK=2,3,...,n—1), 
fa(t)= (tr) pour we By. 


On voit sans peine que la fonction f,,(x) sera, de cette manière, dé- 
finie pour tout élément x de E. Elle sera aussi continue dans E. En effet, 
si a, € A, et si A, a un élément dernier a,, alors B,, d’après la propriété 3°, 
a un élément premier b,; on a x< b, (d’après 2°), et, pour tout élément 
x de E tel que xb, on a xe A, d’où, d’après la définition de la fonc- 
tion f,(2), 


fala) = f(x),  fa(to) = f(2), 


donc 
fl) — A pour T< dy. 


Vu que xb, la fonction f,(x) est continue dans E pour za. Si A1, 
n’a pas d’élement dernier, alors, vu que x, € A,, il existe un élément a 
de A, tel que x,<a et on a we A, pour æ<a, donc 


fa (æ) = (a), fn (20) = f(2), 
fal£)=fn(£o) pour w<a; 


vu que æ< a, la fonction f,(x) est continue dans Æ pour l’élément a. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 12 


d’où 
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Si tue A,—Ap-1, Où k est un des nombres 2,3,...,n—1, on a, d’après 
E—Ay 1+By 1, oc By_1. Si B;_1 à un élément premier, A,_, a un élé- 
ment dernier a et a=%o. Si B,, n’a pas d’élément premier, il existe, 
d’après To e Bx-1, un élément a de B,_, tel que a< am. Si A, a un élément 
dernier, B, a un élément premier b et, comme ac A,, on a 26. Si A, 
n’a pas d’élément dernier, il existe, d’après 4% € A;, un élément b de A, 
tel que x,2b. On aura donc a<2,<) dans chaque cas, et, comme on 
le voit sans peine, x e A;—A4; 1 pour a=x<b, donc 


Ab = f(&), fn (Xo) = (21), 
c’est-à-dire 


fa (®)= fn (£0) pour a< I< b; 


comme a=2%,<=b, la fonction f, (x) est donc continue dans E pour l’élé- 
ment £o- 

Si enfin £, € Bn—ı et si B,-, a un élément premier, A,_, a un élément 
dernier a, et on à a< £. Si B,-1 n’a pas d’élément premier, il existe, 
d’après ze B,_1, un élément a de B,_1, tel que a< xı. En tout cas, on 
aura x e B,_1 pour a< x, done 


fa (2) = fn); fal Xo) EE EN: 
d’où 


fn(t&)=fn(to) pour a< s< b, 


et, comme a=%,<b, la fonction f (x) est continue dans E pour zo. 

Il a été ainsi démontré que les fonctions f,(x) (n=1,2,...) sont con- 
tinues dans l’ensemble E. Or, la fonction f(x) ne prenant que les valeurs 
de l’ensemble H, il résulte de la définition des fonctions /,(x) qu’elles 
ont la même propriété. 

D’après la définition de la fonction f,(x), on a f,(x;)—f(x;) pour 
k=1,2,...,n, donc aussi f (£a) = f(x) pour k=1,2,...,n, ce qui donne 
fa(&r) = f(x) pour n>k (k=1,2,...), et prouve que 


lim fn(®,)= f(£) pour k=1,2,... 
n->0o 


La suite infinie 2,,%,... contenant tous les éléments de l’ensemble F, 
on a donc 
lim f, (x)= f(x) pour we. 
n—> CO 
La fonction f(x) est donc, dans EF, limite d’une suite infinie de fonctions 
continues dans E et dont les valeurs sont des éléments de H. Le théorème 
se trouve ainsi démontré. 


Tout ensemble ordonné EF peut être regardé comme un espace topo- 
logique de Hausdorff si l’on considère, comme voisinage d’un élément 
a de E, chaque ensemble de tous les éléments x de E tels que b<x<c, 
ou b,c sont des éléments de Æ tels que b<a<e. Dans le cas, où a est 
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l'élément premier, ou dernier, de E, il faut modifier cette définition de 
voisinage d’une façon évidente. 

Il s'impose donc de voir si le théorème ci-dessus peut être généralisé 
en remplaçant la condition que les ensembles Æ et H soient ordonnés 
par celle qu’ils soient des espaces topologiques de Hausdorff. 

Je démontrerai que le théorème cesse d’être vrai si l’on remplace 
la condition que l’ensemble E soit ordonné par celle qu’il soit un espace 
topologique de Hausdorff. 

Soit, en effet, £ l’ensemble formé de tous les nombres rationnels de 
l'intervalle (0,1) et de tous les nombres naturels. 

Comme voisinage de l'élément 0 de Æ considérons tout ensemble de 
nombres rationnels r tels que 0<r<1/n, où n est un nombre naturel 
quelconque; comme voisinage de l'élément 1 de E considérons tout en- 
semble de nombres rationnels r tels que 1—1/n<r<1, où n est un nom- 
bre naturel quelconque. 

Si n est un nombre naturel >l, considérons, comme voisinage de 
élément n de Æ, tout ensemble composé du nombre n, de tous les nom- 
bres rationnels r tels que u<r<1/n, où u est un nombre rationnel quel- 
conque tel que 0<uw<1/n, et de tous les nombres rationnels r tels que 
1—1/n<r<v, où v est un nombre rationnel quelconque tel que 1—1/n<v<1. 

Pour r rationnel, 0<r<1, considérons, comme voisinage de r, seu- 
lement l’ensemble composé de l’élément r. 

On verifie sans peine que l’ensemble Æ deviendra ainsi un espace 
topologique de Hausdorff. 

Soit H un ensemble ordonné composé de deux nombres 0 et 1. 

Posons f(0)=0 et f(x)=1 pour ve E, x0. Je démontrerai que, 
dans E, la fonction f(x) n’est pas une limite de fonctions continues dans Æ 
qui ne prennent que les valeurs 0 et 1. 

Admettons qu’on ait 

N->Co 
dans E, où f,(æ) (n=1,2,...) sont des fonctions continues dans E qui 
ne prennent que les valeurs 0 et 1. Il résulte tout de suite de f(x) = lim f, (£) 
nip 


et de f(0)=0, f(1)=1 qu’on a, pour p suffisamment grand, f,(0)=0 et 
fp(1)=1. La fonction f,(x) étant continue dans E et ne prenant que les 
valeurs 0 et 1, il existe dans E un voisinage V(0) de 0 tel que f,(x)=0 
pour xe V(0) et un voisinage V(1) de 1 tel que f,(z)=1 pour we V(1). 
Or, d’après la définition de voisinage dans €E, il existe un nombre na- 
turel g tel que V(0) soit l’ensemble de tous les nombres rationnels 7 tels 
que 0<r<1/g, et un nombre naturel h tel que V(1) soit l’ensemble de 

tous les nombres rationnels r tels que 1—1/h<r<1. 
Soit maintenant n un nombre naturel >g et >h. La fonction f,(x) 
étant continue dans Œ, il existe un voisinage V(n) de n tel que f,(x)=f,(n) 
12% 
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pour x e V(n). D’après la définition de voisinage dans Æ, il existe un 
nombre rationnel u, 0<u<1l/n, et un nombre rationnel v, 1—1/n<v<l, 
tels que V(n) soit l’ensemble composé du nombre n, de tous les nombres 
rationnels r tels que u<r—<1/n, et de tous les nombres rationnels r tels 
que 1—1/n<r<v. Soit re un nombre rationnel tel que u<r,<1/n, et 
soit r, un nombre rationnel tel que 1—1/n<r,<v. On aura donc rae V(n), 
r,eV(n), d'où f,(ro)=fp(r1) = fp (n). D’autre part, comme 0<r,<1/n<1/g, 
on à roe V(0), donc f,(rs)—0 et, comme 1—1/h<1—1/n<r,<1, on a 
re V(1), done j,(r:)=1. Ainsi fp(ro)Æf(rı), ce qui est impossible. 

L'hypothèse que la fonction f(x) soit, dans E, une limite de fonctions 
continues dans E, qui ne prennent que les valeurs 0 et 1, implique donc 
une contradiction. 

Il à été ainsi démontré qu’on ne peut pas, dans le théorème, rem- 
placer la condition que l’ensemble Æ soit ordonné par celle qu’il soit 
un espace topologique de Hausdorff. D’autre part, on voit sans peine 
que le théorème reste vrai lorsqu’on remplace la condition que l’ensem- 
ble H soit ordonné par celle qu’il soit un espace topologique. 
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Président de la Section: Prof. Dr Franciszek Leja. 
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Commission de Contrôle: Prof. Dr Jerzy Slupecki, Prof. Dr Hugo 
Steinhaus, Prof. Dr Witold Wolibner. 

Délégués à l’Assemblée Générale de la Société: Prof. Dr Bronisław 
Knaster, Prof. Dr Edward Marczewski, Prof. Dr Jan Mikusinski, 
Mer Marceli Stark. 

Suppléants des Délégués: Prof. Dr Hugo Steinhaus, Prof. Dr Wła- 
dystaw Slebodzinski, Dr Stanisław Hartman, Prof. Dr Jerzy Słu- 
pecki. 

Comptes rendus des séances des Sections 


Section de Cracovie 


12. XII. 1950. Maurin, K., Sur les équations autoadjointes du type 
elliptique (a paraitre dans ces Annales). 

19. XII. 1950. Leja, F., Remarques sur les séries entieres doubles 
(ces Annales 24, Fase. 1, p. 19—24). 

5. I. 1951. Krzyzanski, M., Les solutions des équations linéaires du 
type parabolique, considérées comme limites des solutions des équations 
des types hyperbolique et elliptique. 


L’équation linéaire autoadjointe 
oar 3 3 9 
U w ou 
(1) DEC sp \ thy oP =, 
i,k=1 : k Uk 


où P(x,,%,...,%,,) est un point du domaine D de l’espace à m dimensions), est du type 
elliptique, parabolique ou hyperbolique suivant que le signe du nombre constant À est 
positif, nul ou négatif. 


Admettons d’abord que (1) ait une solution de la forme 


u(P,t) = o(P) w(t). 
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On aboutit alors aux équations 


; 9 3w ] 

(2) r (ĉn sp) He+4w=0, 
i,k=1 

et 

(3) hw” — w’ — åA w= 0, 


À étant un nombre constant. 
A l'équation ordinaire (3) correspond l'équation caractéristique 


(4) hr? —r—A=0. 
Distinguons deux cas: 


1) h>0, soit h= 1/k?. L’équation (1) est du type elliptique; l’équation (4) admet 
deux racines réelles de signes opposés, dont l’une, positive, tend vers l'infini avec k, 
l’autre, négative, soit r,=—¢(k,4), — vers —A pour k-co.| 

Si v(P) est une solution de (2), la fonction 


u,(P,t,k) = o(P)e 4 
en est une de (1), convergeant vers v(P)e~* pour k-oo. Cette limite constitue une 
solution de l’équation parabolique, correspondant à h=0. 

2) h<O, soit h=—1/k*. L’équation (1) est du type hyperbolique; les racines de 
Véquation (4) sont réelles pour 4<(k/2)?, et complexes pour 4 > (k/2)?. 

Dans le cas elliptique, on cherche une solution de (1) qui s’annulerait pour P e FD, 
et {>0 (FD désignant la frontière du domaine D) et qui se réduirait à une fonction don- 
née g(P) pour t= 0, où Pe D. Supposons donc g(P) développable en une série unifor- 
mément et absolument convergente, de fonctions caractéristiques de l'équation (2); ` 
la solution prend alors la forme 


OO 
uP, t) = >) v,(P) eA yd 
n==1 
u(P,t) tend pour k-co, vers une solution 


u(P,t)= S'v,(P)e “nt 
n=l 
de l'équation du type parabolique (h = 0), s’annulant pour Pe FD et se réduisant à ¢(P) 
pour t=0Q. 
Dans le cas hyperbolique on cherche une solution de (1), qui s’annulerait pour 
PeFD et t= 0 et satisferait, pour t = 0, aux conditions initiales (conditions de Cauchy): 


u(P,0) = p(P), u,(P,0) = 9, (P). 
Si l’on choisit 
m 
a c 
PP) = D> Jr (03%. 
ik=1 ' j> 


(a 2) op, 


et si l’on admet des hypothèses convenables, concernant la fonction y, on peut repré- 
senter cette solution par une série de la forme 


u(P,t) = $v (P)w,(t,k), 
n=1 


où w, sont des solutions de (3) convenablement choisies et la fonction u(P,t) tend, 
pour k-+oo, vers la solution u(P,t) de l’équation de type parabolique. 
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13. III. 1951. Jankowski, W., Sur les zéros des polynômes (Annales 
U. M. C. S. 5, 1951, p. 31—92). 

10. IV. 1951. Szarski, J., Evaluation du domaine de régularité du 
conoïde caracteristique (ce volume, p. 85—110). 

5. IV. 1951. Krzyzanski, M., 1. Sur une propriété de l'équation 
linéaire du type elliptique. 


Soit u(P) une solution de l’équation linéaire, homogène, du type elliptique, 


= 


By Li 2x. Set 343 12a eu te 


i,k=1 j=1 


à coefficients continus dans un domaine D. 
L'auteur démontre que l’ensemble des points du domaine D, où u(P) s’annule, 
ne peut contenir de points isolés. 


2. Sur l'allure des solutions de l'équation du type parabolique, la variable 
du temps tendant vers linfini. 


Considérons l’équation linéaire homogène du type parabolique 


> A M 
cu cou c 


(1) T 2 bl) S + c(æ)u, 


a deux variables indépendantes, x — celle de l’espace, t — celle du temps. 
Soit u(x,t) une solution de (1) qui satisfait à certaines conditions initiales et, éven- 
tuellement, à certaines conditions aux limites. 
L’auteur présente des exemples qui montrent qu’en général le u(x,t) peut ne pas 
—=>Cco 


exister. 
Il enonce ensuite des conditions suffisantes pour que cette limite existe et satis- 
fasse a l’équation différentielle ordinaire 


ot ala) 4 o(m)u, 


correspondant a la distribution stationnaire de la temperature. 


11. VI. 1951. Pleskot, V., (Prague), Méthodes-et applications de la 
nomographie. 
Section de Gdansk 


15. VII. 1950. Naleszkiewicz, J., Sur Véquation intégrale de la ligne 
de flexion dune poutre dont le moment dinertie est variable et la charge 
arbitraire. 

15. X. 1950. Bielewicz, E., Sur équation intégrale de la corde vibrante. 

15. XI. 1950. Pawelski, W., Sur la réduction des équations diffé- 
rentrelles avec des conditions aux limites aux équations intégrales de Fred- 
holm. 

10. III. 1951. Czerwinski, B., Sur les fonctions multiplicativement 
périodiques. 

15. IV. 1951. Czerwinski, B., Sur les fonctions elliptiques. 


186 SÉANCES DES SECTIONS 


11. V. 1951. Turski, S., Sur l'intégration approchée des équations 
intégrales. 

1. VI. 1951. Turski, S., Sur l'intégration numérique des équations 
différentielles ordinaires. 

4. VI. 1951. Pleskot, V., (Prague), Sur quelques problèmes de la 
nomographie. 

8. VI. 1951. Nowacki, W., Sur l'application des équations aux dif- 
ferences finies à quelques problèmes du bâtiment. 

8. VI. 1951. Kowalczyk, B., Sur l'application des méthodes de relaxa- 
tion 1 lintégration numérique des équations différentielles linéaires du 
second ordre. 

9. VI. 1951. Naleszkiewicz, J., Sur l’application des équations inté- 
grales a la théorie des vibrarons des poutres, en particulier, a la théorie 
des vibrations des coques des navires. 


Section de Lublin 


30. I. 1949. Zahorski, Z., Sur une condition suffisante pour qu’une 
fonction soit monotone (Publié dans Trans. American Math. Soc. 69, 1950, 
théoreme 2, p. 19). 

7. 10. 1950. Butlewski, Z., Sur les solutions oscillantes des équations 
différentielles (voir Un théorème de Voscillation, ces Annales 24 Fasc. 1, 
p. 29—110). 

24. XI. 1950. Séance consacrée aux travaux des mathématiciens de 
PU. R.8.S. 

Bielecki, A., La théorie des fonctions d’une variable réelle et des équa- 
tions différentielles. 

Biernacki, M., La théorie des nombres et celle des fonctions analyti- 
ques. 

Olekiewicz, M., Statistique mathématique. 

15. XII. 1950. Olekiewicz, M., Sur certaines méthodes d'évaluer la 
moyenne arithmétique. 

2. I. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Sur une équidistribution des ensemb- 
les sur un cercle (à paraitre dans ,,Coloquium Mathematicum“). 

27. I. 1951. Charzynski, Z., Sur une condition nécessaire d’univalence 
des fonctions holomorphes bornées. 


Nous considérons deux familles de fonctions univalentes: la famille F, composée 
de toutes les fonctions de la forme 


(x) f(z) =a,z+a,22+..., |el<1, 


univalentes et bornées, c’est-à-dire telles que |f(z)|<1 et que a ZT, où 0 <T<1 est un 
nombre quelconque fixe, et la famille F composée de toutes les fonctions de la forme 


(xx) F(z) =2z-+A,2+-..., |jz|<1 


univalentes et non nécessairement bornées. 


On obtient le théorème suivant. 


Théorème. Pour chaque fonction (*) de la famille Fp, il existe dans la famille Foo 
une fonction (**), et une seule, telle que 


F [f(2)] = a Fe). 


6. IV. 1951. Biernacki, M., Les theses de la Sous-Section de Mathé- 
matique du Congres de la Science Polonaise. 

6. IV. 1951. Krzyz, J., Sur certaines équations différentielles réduc- 
tibles aux quadratures (à paraître aux Ann. U. M.C. 8S.). 

13. IV. 1951. Radziszewski, K., Les problèmes idéologiques dans la 
logique mathématique. 

27. IV. 1951. Olekiewicz, M., Critique du mendélisme du point de vue 
de la statistique mathématique. 

4. V. 1951. Dobrzycki, S., Sur les polynômes prolongeables. 

11. V. 1951. Kowalski, M., Les théorèmes de Grace et Grace-Heawood. 

26. V. 1951. Krzyz,J., La vie et l'oeuvre scientifique de Stefan Banach. 

9, VI. 1951. Szpikowski,S., Les représentations isométriques. 

16. VI. 1951. Pidekéwna, B., Les séries de Dirichlet et leurs appli- 
cations dans la théorie analytique des nombres. 

18. VI. 1951. Leja, F., Une nouvelle méthode d’interpolation permet- 
tant de résoudre le problème de Dirichlet dans le plan (à paraître dans ces 
Annales). 

23. VI. 1951. Lukaszewicz, h., Les lignes géodésiques. 


Section de Lodz 


11. XI. 1950. Charzynski, Z., Sur quelques propriétés d’une classe de 
fonctions univalentes bornées. 


Soit 

A) f(z) =a,2+a,27-+..., où a,>0, 

une fonction quelconque, univalente dans le cerle |z|<1 et satisfaisant aux conditions: 
1. f(z) est bornée, c’est-à-dire | f(z)| <1 pour ;2|<1, 
2. la mesure du contredomaine du cercle |z|<1 est égale a celle de ce cercle, 


OO 
c’est-à-dire à Snlia,f=]1. 
IE À 
Nous désignons par L Ja classe de toutes les fonctions (1) considérées ci-dessus. 
Posons, pour la fonction (1), 


(2) Here SPs", où p=1,2,. 
n-=1 
On obtient le 


Théorème I. Pour chaque fonction (1) de classe L, les ES d’orthogonalité 


guivantes ont lieu: 
DV: (h) V2 a 30 — [0 pour k=l; LR EN 
= |1 pour k+1 ; j 
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Considérons maintenant la famille H composée de toutes les fonctions 


(3) h(z) = d,z-++d,2?-..., 
holomorphes dans le cercle |z|<1 et telles que \'n|d,|?<oo. 
n=1 


On voit, sans difficulté, que chaque fonction (1) et toutes ses puissances (2) ap- 
partiennent a la famille H. 
Considérons une suite fixe quelconque de nombres complexes 


(4) {An}; 
co ' A : 19 . 
telle que D <œ, et posons pour chaque fonction (3) de la famille H 
n=1 | 
(5) U h(z) = eS An dn. 
n=1 


L’expression Uh(z) représente donc une fonctionnelle complexe, définie dans la 
famille H. En s’appuyant sur le théorème I, on peut déduire le 


Théorème II. Pour chaque fonction (1) de classe L et pour chaque fonctionnelle (5) 
de genre décrit ci-dessus, l'inégalité suivante a lieu: 


co coo 


| O(LA(2)1"3? | O{[t(z)}} |? 
6 S S a eet 
(6) 2 7 2 = 


où l’on a posé t(z)=z. 
Remarque. La classe L ne contient pas toutes les fonctions univalentes bornées, 
mais chacune de ces fonctions est limite d’une suite de fonctions de classe L. 


Exemples. En posant, dans (4), An = p RE 


conque fixe, on a U(h)=dy et en appliquant l'inégalité (6), on obtient, pour chaque 
fonction (1) de classe L, 


où N est un nombre naturel quel- 


(p) /2 1 

a 

yi z 

= p Te N Leo ace 
p= 


D’une manière analogue, en posant 4,=2), où 2, est un nombre complexe quel- 
conque fixe du cercle |z|<1, on a U(h) = h(2,), et en utilisant la formule (6), on trouve 


> Meo SI, est-à-dire — In (1—If(20)|2)<—In (1— (20/2); 
p=1 P p=1 5 


de même 
| F(20) |< | 20l» 


ce qui est bien le lemme connu de Schwarz, déduit par une méthode nouvelle pour les 
fonctions de classe L. 


10. III. 1951. Zahorski, Z., Sur une décomposition du segment. 


Wojdysławski a démontré qu'on ne peut pas décomposer un segment ouvert en 
deux ensembles de type Fo disjoints et tels que chacun de leurs points soit point d’ac- 
cumulation bilatérale. 

On en conclut tout de suite que le segment ouvert n’est pas somme dénombrable 
d'ensembles F; ou somme finie d'ensembles G5 ayant la propriété citée. 
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Mais l’on ne savait pas si cette même propriété subsiste dans le cas de la somme 
dénombrable d’ensembles Gs. 

En utilisant quelques propriétés de l’ensemble de Cantor, je donne un exemple 
d’une telle décomposition. 


5. V. 1951. Wiodarski, L., Sur les méthodes continues de limitation. 

12. V. 1951. Wiodarski, L., Sur les méthodes continues de limitation 
(fin). 

S. Mazur et W. Orlicz ont introduit l'espace B,') dans leurs travaux sur les 
ensembles de suites limitables par les méthodes de Toeplitz ?). Cette idée peut être 


étendue avec succès aux méthodes continues de limitation, pourvu que l’on se borne 
à une classe particulière de ces méthodes. On parvient ainsi aux résultats suivants: 


Soit a(t) une suite de fonctions continues dans l'intervalle 0<a<@<oo. Cette 
suite détermine une méthode À de limitation. On dit que la suite 


(1) a= (Èn) 

est limitable par la méthode A au nombre &, lorsque 

(2) lim )/a,,(t) Em = $; 
t>— 


en symbole 


(3) A-limé, =. 


L’ensemble A* des suites limitables par la méthode A sera dit domaine de A. Deux 
méthodes sont dites équivalentes lorsqu’elles ont les mêmes domaines et sont compatibles. 
Posons À,(x) = 0m (VE. 

m 


La méthode A est du type a, si 


1° il existe une suite croissante th= « telle que lim tn =£ et que l'existence de A;(z), 
pour t=?t,- ; et t =t, entraine celle de A(x) pour tout fa-1<t<t,. 
2° A;(x) est continue pour a<t<p. 


Remarque 1. Les methodes d’Abel et de Borel sont du type a. 


Remarque 2. Toute méthode de limitation de Toeplitz, définie par la matrice 
(Gam) équivaut à une méthode continue du type a, à savoir 


tihH—t i t—tn 


tm Rig tn+1— la Cam T tn+1— tn En+1,n pour tS t<t 


n+l’ 


Théorème 1. Le domaine de toute méthode continue du type a peut être considéré 
comme un espace complet Bo avec les pseudonormes: 
sup MEET ad 


| m=0,1,2,.., sup | X a,n) | pour »=1,2,... 


1) S. Mazur et W. Orlicz, Sur les espaces métriques linéaires (1), Studia Mathematica 
10 (1948), p. 184—208. 

*) S. Mazur, Hine Anwendung der Theorie der Operationen zur Untersuchung der 
Toeplitzschen Limitierungsverfahren, Studia Mathematica 2 (1930), p. 40—50, 

S. Mazur et W. Orlicz, Sur les méthodes linéaires de sommation, C. R. Académie 
des Sciences Paris 196, p. 32—34. 
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Théorème 2. Toute fonctionnelle linéaire f(x), definie dans le domaine A* de la 
methode A, est de la forme 


b 
(4) Hay= | A, (a) dh) +S Pnn 
a sn 
où 
(5) h(t) est une fonction à variation bornée dans Vintervalle <a, 8Y, 
et 


(6) Ti + Sen TO Enk’ 


6m s’annulant à partir d'un indice Mg et S\e,,| étant fini pour n=1,2,...,7 
k 
La méthode B sera dite non plus faible que A lorsque A* c B*. 


|<co. 


Remarque 3. Si A* contient toutes les suites convergentes, on a Y'\y,, 


In 
Théorème 3. (a) La limite (au sens généralisé) donnée par la méthode non plus 
faible que A est une fonctionnelle linéaire dans le domaine de A. 
(b) Il existe, pour toute fonctionnelle lineaire definie dans A*, une méthode de Toe- 
plitz non plus faible que A et compatible avec cette fonctionnelle. 


La méthode A est dite permanente lorsque A* contient toutes les suites conver- 
gentes et lorsqu’elle est compatible avec la limite habituelle. 


Theoréme 4. Pour qu’une methode permanente A du type a soit compatible, pour 
une suite Xi = (EC), à toute méthode permanente B de type a, non plus faible que A, il faut 
et il suffit que 
ae 
| a, (t)dh(t)+-y,,=0, pour m=0,1,..., entraîne fa (To) MNH 2 7m 8 Em = 
a 
pour toute fonction h(t) de la forme (5) et pour toute suite (y,) de la forme (6). 

b— b—e 
[Le symbole désigne lim | |. 


&0 D j 
a "= : 


Théorème 5. Toute méthode permanente A de type a est compatible dans le domaine 
des suites bornées avec toute méthode permanente B du type a, non plus faible. 


Théorème 6. (commun avec C. Ryll-Nardzewski). Toute méthode de la forme 


a, (t) = LS m, 0<a<t<p<oo, 


: 1 
NT TER 


est parfaite, c'est-à-dire compatible avec toute méthode permanente non plus faible. 


(ose os a >0 pour m—0,1,… et 


m 
In 


Corollaire. La méthode d’Abel est parfaite. 
12. V. 1951. Bojarski, B., Sur la derivée d'une fonction discontinue. 


Z. Zahorski m’a posé le problème suivant: Etant donne un ensemble A dénombrable 
(x, e A), du type G,, construire une fonction d’une variable réelle f(x), telle que l'on 
ait f (x) —0 pour tout x e À et f(x} = © pour tout ze A. 


SÉANCES DES SECTIONS 191 


Suivant l’idée de E. Marczewski, jen donne ici la solution. 
On sait, d’après les hypothèses de ce problème, que l’ensemble À est clairsemé. 
E. Marczewsk1 a construit une fonction f,(x) ayant les propriétés suivantes: 


l. f(x) = 0, 
2. pour chaque x,, il existe un d(x) >0 tel que 
f(x) < (2 — z)? pour 0<|1—2]<ô(x), 
h(xz)=08ixetA, f,(x)>0 si xe A). 


On voit que l’on peut supposer 0< f,(x)< 1. 


+ ly) 
Posons f,(x) = f,(x) = 0 pour we A, f(x) = 20 pour ze À, =T,» f,(x) est une 


fonction à variation bornée dans tout intervalle (fini ou non). 
En effet, si t+1 >t, 


rl 


n co 1 
D Ialta) — hls > (lfa tid Hl 2 ET 
i=1 


=; | t=] 


donc la fonction f({x)=FY f(x) est bien définie. 
Je vais démontrer qu'elle constitue la solution du probleme. Soit ze A et h>0. 
Alors /,(x)>0, et 
f(a h) = f(z) +V7.(t) pour tefx,xz+kh], 
Vi(j)>\fa(7)—f.(t’)| pour te(x,x+h), 
et pour {’e À (A clairsemé), on a Vf,(t)> falx), donc f(x-+h)—f(x)>f,(z) pour h>0. 
D'une manière analogue, f(x-h)—f{(x) <—f,(x) pour h<0. On en déduit que 
j‘(z)=co pour chaque ze A. Considérons maintenant le cas où ze A. Nous avons 
fax) = 0 et il existe un d(x)>0 tel que |f,(2-+-h)|<h? pour chaque |h|<6(x). Donc, 
pour 0< h< d(2), 


© ] 
Vf, (t) = sup A lfa (ti) — falt) |< > Hot) +1 fo (é)|< 2 D | fat) |< S = = 21%) 
i i l i 
te[x,x-+-h], 
d'où f(x+-h) = f(z) +Vf,(t)< f(z) +-2h*, par conséquent, 


jæ +h) — fix) < 2h? (0<h<6(a)). 
De même 
—2h? <f(x+h)—f(x) pour [h|<ô<(xz) et h<o0. 


On en déduit que f’(x)=0 pour ve À. 


Section de Poznan 


28. V. 1950. Olekiewicz, M., Sur une méthode d'évaluer la moyenne 
arithmétique. 

20. I. 1951. Biernacki, M., Sur quelques propriétés des ovales. 

5. VI. 1951. Suszko, R., Sur le paradoxe de Skolem et Loewenheim. 

5. VI. 1951. Alexiewicz, A., Sur la distribution des valeurs des fonc- 
tions analytiques vectorielles. 


1) Fundamenta Mathematicae 21, p. 226. 
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Section de Varsovie 


17. ITI. 1950. Zarankiewicz, K., Sur le théorème des quatre domaines. 


L’auteur pose la question de savoir si le théoreme suivant est vrai: Supposons que 
le plan contient n domaines unicoherents et disjoints Gi (t=1,2,..., n) et n continus dis- 
joints Kı (j= 1,2,...,n). Si chaque continu a un point commun avec chaque domaine 
(Gi.K;+0 pour i,j=1,2,...,n) alors il y a au moins (n —2)? couples des indices (2,7) 
pour lesquels l’ensemble Gi— Kj n'est pas connexe. 


L'auteur a réussi à démontrer ce théoreme dans le cas où n = 4. 


13. X. 1950. Sierpinski, W., Sur les opérations relatives aux ensemb- 
les de trois éléments. 

13. X. 1950. Szmielew, W., Sur les théorèmes vrais dans tous les 
systèmes axiomatisables. 

27. X. 1950. Grzegorczyk, A., Sur Vindécision dans la topologie 
élementaire. 


10. XI. 1950. Maciag, S., Sur le degré des nombres algébriques Vn. 

17. XI. 1950. Sikorski, R., Sur la détermination des homomorphies. 

17. XI. 1950. Sierpinski, W., Sur un nombre pair pour lequel le 
„théorème des Chinois“ est en défaut. 

24. XI. 1950. Marczewski, E., Compte rendu de la théorie de la 
mesure. 

1. XII. 1950. Sierpinski, W., Sur les fonctions de la variable ordinale. 

1. XII. 1950. Szmielew, W., Impressions du séjour aux Etats-Unis. 

15. XII. 1950. Mostowski, A., Sur le degré de quelques nombres 
algébriques. | 

26. I. 1951. Sierpinski, W., Sur les fontions continues, définies sur 
les ensembles ordonnes. 

26. I. 1951. Rieger, L., (Prague), Une démonstration de la simpli- 
cité du groupe alterné. 

12. II. 1951. Wazewski, W., Sur les inégalités aux dérivées partielles 
du 2 ordre. 

12. II. 1951. Steinhaus. H., Compte rendu du domaine des mathéma- 
tiques appliquées. 

2. III. 1951. Sierpinski, W., Sur une décomposition paradoxale du 
cube. 

2. III. 1951. Kuratowski, K., Remarques sur le théorème de M. Sier- 
pinski. | 

16. III. 1951. Marczewski, E., Remarques sur l'indépendance stocha- 
stique. 

16. III. 1951. Pogorzelski, W., Sur l'équation intégrale du probleme 
de Fourier. 

4. V. 1951. Sikorski, R., Sur les produits cartésiens des corps de 
Boole. 
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18. V. 1951. Sierpinski, W., Sur quelques ordinations partielles des 
parties d’un ensemble denombrable. 

18. V. 1951. Marezewski, E., Sur les translations des ensembles. 

25. V. 1951. Janiczak, A., Sur les fonctions calculables à l'aide de 
machines. 

6. VI. 1951. Sierpinski, W., Sur les procédés employes dans la théorie 
des ensembles par MM. Tarski et Hilenberg. 

6. VI. 1951. Sikorski, R., Sur les limites généralisées. 

13. VI. 1951. Kuratowski, K., Les impressions du séjour scientifique 
en Tchécoslovaquie. 

13. VI. 1951. Gruzewska, H., Sur un schéma des processus stochas- 
tiques. 

15. VI. 1951. Pogorzelski, W., Sur une équation intégrale non liné- 
aire, fortement singulière. 

20. VI. 1951. Leja, F., Sur le probleme de Dirichlet. 

27. VI. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Sur le principe de Dirichlet. 


Section de Wroclaw *) 


6. X. 1950. Marczewski, E. et Ryll-Nardzewski, C., Sur la valeur 
moyenne d'une variable aléatoire sous des conditions imposées à une autre 
variable. 

13. X. 1950. Matulewicz, K., Sur les solutions de la congruence 
a"=a(mod n), où n est un eke, compose. 

27. X. 1950. Los, J. et Ryll-Nardzewski, C., Sur les applications 
du théorème de Tychonoff dans quelques démonstrations mathématiques. 

3. X. 1950. Perkal, J., Florek, K. et Zubrzycki,S., Sur les ordina- 
tions des ensembles finis dont les distances sont connues, applications a lan- 
thropologie. 

10. XI. 1950. Hartman, S., Sur les coefficients de Fourier des fonc- 
tions intégrables. 

10. XI. 1950. Marczewski, E., Une généralisation du théorème de 
Daniell-Kolmogoroff. 

17. XI. 1950. Ryll-Nardzewski, ©., Sur les mesures compactes. 

17. XI. 1950. Knaster, B., Sur un probleme topologique de Borsuk 
(Solution partielle de J. Siciarz). 

24. XI. 1950. Gotab, S., Sur une methode nouvelle de quadrature ap- 
prochée. 

24. XI. 1950. Drobot, S., Sur les vibrations des villebrequins. 

1. XII. 1950. Florek, K., Une remarque sur la répartition des points 
engendrés en portant bout à bout un arc fixe sur une circonférence. 

5. XII. 1950. Ryll-Nardzewski, C., Sur le rôle de l’axiome d’induc- 
tion dans les arithmétiques élémentaires. 

*) Les résumés et notices bibliographiques concernant les communications pré- 
sentées à la Section de Wroctaw paraîtront dans Colloquium Mathematicum. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 13 
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15. XII. 1950. Hartman, S., Sur une relation entre les suites. 

15. XII. 1950. Gładysz, S., Sur l’équivalence des mesures dans les 
produits cartésiens. 

5. I. 1951. Szmielew, W., Sur les théorèmes valables dans toutes les 
théories completes et axiomatisables. 

5. I. 1951. Fast, H., Sur la limite d’une suite de fonctions ayant la 
propriété de Darboux. 

12. I. 1951. Los, J., Une démonstration simple du fait que le calcul 
des fonctions propositionnelles est complet. 

19. I. 1951. Lukaszewicz,J., Sur la réunion des points d'un ensemble 
fini (travail collectif du groupe Général d’Applications de l’Institut Mathé- 
matique de l'Etat). 

19. I. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Sur une hypothèse de Blackwell 
concernant les puissances. 

26. I. 1951. Marczewski, E., Sur les théorèmes d'existence dans la 
théorie des processus stochastiques. 

26. I. 1951. Mikusinski, J. G., Sur la reduction de Vétude des équa- 
tions aux dérivées partielles à coefficients constants à celle de la fonction 
exponentielle généralisée. 

2. II. 1951. Mikusinski, J. G., Sur la fonction exponentielle e-s. 

2. II. 1951. Mikusinski, J. G., Sur un théorème de la théorie des 
moments. 

2. II. 1951. Steinhaus, H., Sur les boites. 

16. IJ. 1951. Mikusinski,J.G., Sur les équations aux dérivées partiel- 
les à coefficients constants. 

16. II. 1951. Gtadysz,8., Sur les fonctions faiblement indépendantes. 

23. II. 1951. Łoś, J., Sur le principe de Dirichlet. 

23. II. 1951. Steinhaus, H., Sur la décision alternative dans le con- 
trôle de la qualite. 

2. III. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Sur les fonctions également con- 
tinues. 

2. III. 1951. Hartman, S., Sur les suites écartées. 

2. III. 1951. Steinhaus, H., Sur la division pragmatique. 

9. III. 1951. Zięba, A., Une démonstration de Vexistence de l'intégrale 
d'un système d'équations différentielles. 

9. III. 1951. Zięba, A., Sur une généralisation de la notion d’intégrale 
d'un système d'équations différentielles. 

9. III. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Un théorème sur les moments 
avec quelques applications. 

16. III. 1951. Ingarden, R. et Mikusinski, J. G., La théorie statis- 
tique de la granulavité des matériaux photographiques (séance commune 
avec la Section de Wroclaw de la Sociéte Polonaise de Physique). 

80. III. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Sur la convergence des séries 
opératoires de puissances. 
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30. III. 1951. Florek, K., Sur le processus stochastique de Poisson. 

30. III. 1951. Marczewski, E., Quelques remarques au sujet du pro- 
cessus stochastique de Poisson. 

6. IV. 1951. Slebodzinski, W., Sur Véquivalence des formes diffé- 
rentielles extérieures. 

6. IV. 1951. Urbanik, K., Sur l'intersection des ensembles composés de 
segments parallèles a une droite. 

13. IV. 1951. Steinhaus, H., Sur le problème d’équipartition dans le 
modele cinématique classique. 

27. IV. 1951. Los, J., Sur les transformations qui laissent invariables 
les relations données. 

27. IV. 1951. Los, J., Une remarque sur l’équivalence entre le théorème 
de Tichonoff et l’axiome du choix +). 

4. V. 1951. Mycielski, J., Sur la representation des nombres naturels 
par des puissances à base et exposant naturels. 

4. V. 1951. Steinhaus, H., Sur l'estimation séquentielle dans la stati- 
stique. 

11. V. 1951. Séance consacrée au jubilé de 40 ans de travail scienti- 
fique de M. Hugo Steinhaus. 

Orlicz, M., Les travaux de M. Steinhaus sur la théorie des séries ortho- 
gonales et l’analyse fonctionnelle. 

Marczewski, E., Les travaux de M. Steinhaus sur la théorie de la 
mesure et le calcul de probabilités. 

Kowarzyk, H. et Perkal. J., Sur les problèmes pratiques dans les 
travaux de M. Steinhaus. 

18. V. 1951. Steinhaus, H., Sur le principe de contrôle statistique. 

25. V. 1951. Ingarden, J., Sur une maniere nouvelle de formuler la 
mécanique relativiste des quanta. (Séance commune avec la Section de 
Wroclaw de la Societé Polonaise de Physique). 

1. VI. 1951. Slebodzinski, W., Sur les travaux scientifiques d’Elie 
Cartan. | 

1. VI. 1951. Hartman, S., Un théorème sur l’équipartition. 

8. VI. 1951. Ryll-Nardzewski, C., Sur quelques méthodes parfaites 
de sommation. 

8. VI. 1951. Knaster, B., Sur un continu irréductible (résultat de 
J. Mioduszewski). 

12. VI. 1951. Plescot, V. (Prague), Revue des méthodes employées 
dans la nomographie. 

15. VI. 1951. Séance consacrée a la mémoire de Maksymilian T. Huber. 

Wysocki, J., La vie et l’oeuvre de M. T. Huber. 

Drobot, S., Sur les travaux scientifiques de M. T. Huber. 

22. VI. 1951. Hartman, S., Sur quelques estimations. 

22. VI. 1951. Wolibner, W., Sur la vitesse des ondes. 


1) Cf. Particle de J. L. Kelley, Fund. Math. 37, p. 75—76. 
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Chronique et publications 


Conférence 


Le 3 et 4 mars 1951 eut lieu à Wrocław une conférence destinée à la 
préparation de la Sous-Section: de Mathématiques et de la Sous-Sec- 
tion de la Statistique du I Congrès de la Science Polonaise. Tous les 
mathématiciens de Wroclaw y ont pris part. Cette conférence com- 
prenait: 

3. III. 1951. Weryho, A., Allocution d'ouverture. 

3. II. 1951. Steinhaus, H., Sur la conception du calcul des proba- 
bilités. 

3. III. 1951. Marczewski, E., Sur la notion de processus stochastique. 
III. 1951. Olekiewicz, M., La régularité et le hasard. 

. III. 1951. Skrzywan, W., Sur la notion de corrélation. 
III. 1951. Oderfeld, J., La statistique au service de la production. 

4. III. 1951. Steinhaus, H., Sur les méthodes de taxonomie employées 
à Wroctaw. 

4. III. 1951. Nowakowski, T., Sur l’emploi de la statistique dans la 
médecine. | 

4. III. 1951. Kosiba, A., Sur importance de la statistique dans le 
service météorologique. 

4, III. 1951. Mydlarski, J., Sur les problèmes statistiques dans 
l'anthropologie. 

4. III. 1951. Perkal, J., Sur les travaux statistiques du Groupe General 
d’ Applications de l’Institut Mathématique dé l'Etat. 

A Gdansk, le Recteur de l’École Polytechnique organisa une série de 
conférences que voici: 

Szulkin, P., Sur la théorie du champ vectoriel. 

Nowacki, W., Sur la théorie de l’élasticité. 

Naleszkiewicz, J., Sur la théorie de la plasticité. 

Czerwinski, B., Sur les fonctions analytiques. 

Mosingiewicz, K., Sur le calcul opératoire. 

Lunc, M., Sur la mécanique des quanta. 

Blaszkowiak,S., Sur la méthode de Cross. 


Fae fe eae 


Nominations aux chaires 
de mathématiques dans les écoles supérieures polonaises 


Dr Włodzimierz Wrona a été nommé professeur de mathématiques 
de l’Académie des Mines de Cracovie. 

Dr Bronislaw Czerwinski est suppléant de professeur a la chaire 
de Mathématiques de la Faculté de Mécanique de l’École Polytechnique 
de Gdansk, depuis le 1% septembre 1946. 
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Dr Waclaw Pawelski est suppléant de professeur à la chaire de 
Mathématiques de la Faculté de Génie Terrestre et Aquatique de l'École 
Polytechnique de Gdansk depuis le 1% septembre 1950. Il existe une 
chaire de Mathématiques à la Faculté de Chimie de l’École Polytechnique 
de Gdansk depuis le 1” septembre 1950. Cette chaire est actuellement 
(18 juin 1951) vacante. 

Doc. dr Adam Bielecki a été nommé professeur de mathémati- 
ques à la Faculté des Sciences de l’Université Curie-Sktodowska de 
Lublin. 

Dr Hanna Szmuszkowicz est suppléant de professeur à la IV’ 
chaire de Mathématiques de l’Université de Łódź depuis le 1° octobre 
1950. 

Dr Witold Janowski est suppléant de professeur à la chaire de Mathé- 
matiques de la Faculté de Chimie de l’École Polytechnique de Łódź 

depuis le 1°” novembre 1950. 
| Doc. dr Roman Sikorski a été nommé suppléant de professeur à la 
chaire de Mathématiques à la Faculté de Chimie de l'École Polytechnique 
de Varsovie. 


Theses de doctorat 


Universite de Cracovie. 

Stanistaw Lojasiewicz, Przebieg catek uktadu równań różniczkowych 
w otoczeniu punktu osobliwego (Sur Vallure des intégrales du systéme 
d'équations différentielles au voisinage d’un point singulier). A paraître 
dans ces Annales. 

Zofia Krygowska, O granicach ścistości w nauczaniu geometrii ele- 
mentarnej (About the limits of precision in the teaching of elementary 
geometry). 

Zofia Mikołajska, O asymptotycenym zachowaniu sie catek równań 
różniczkowych (Sur l'allure asymptotique des intégrales des équations 
différentielles). 

Halina Pidekówna, O możliwości algebraizacji obiektów geometrycznych 
klasy zero w przestrzeni jednowymiarowej (Sur la possibilité d’algébraisa- 
tion des objets géométriques de classe zéro dans l’espace à une dimension). 


Academie des Mines de Cracovie. 

Antoni Wozniacki, Obiekty geometryczne czysto réénicekowe pierwszej 
klasy w przestrzeni jednowymiarowej o dwu lub więcej skladowych (Objets 
géométriques différentiels purs de première classe, de deux ou plusieurs 
composantes dans l’espace à une dimension). 

Universite de Lublin. 

Wiktor Jankowski, O pierwiastkach wielomianów zawierających do- 
wolne parametry (Sur les zéros des polynomes contenant des paramètres 
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arbitraires. Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska 5 (1951) 
p. 31—92. 

Université de Varsovie. 

Antoni Wakulicz, O sumie liczby skończonej liczb porządkowych +) 
(Sur la somme d’un nombre fini de nombres ordinaux). Fundamenta 
Mathematicae 36 (1949), p. 254—266. 

Hanna Szmuszkowicz, O funkcjach quasi-analitycznych?) (Sur les 
fonctions quasi-analytiques). 


e 
; 


École Polytechnique de Varsovie. 

Jan Słowikowski, Wtasności pochodnych potencjatu opoénionego war- 
stwy pojedyńczej (Sur les propriétés des dérivées du potentiel retardé 
d’une couche simple). 

Wtodzimierz Krysicki, Twierdzenie graniczne o wyrazach wyższego rzędu 
w zagadnieniu Bayesa (Un théorème concernant les limites des termes 
d'ordre supérieur dans le problème de Bayes). Un résumé de ce travail 
a paru dans les Comptes-Rendus du 7-ème Congrès des mathématiciens 
polonais et du 3-ème Congrès des mathématiciens tchécoslovaques à Pra- 
gue, p. 188—291. 

Université de Wroctaw. 

Julian Perkal, O oznaczaniu objętości pni drzewnych (Sur la déter- 
mination du volume des troncs d’arbres), Prace Wrocławskiego Towa- 
zystwa Naukowego, seria B, Nr 31, p. 80. 


Le II Concours Olympique Mathématique 


L’organisation de ce second Concours était en tous points semblable 
a celle du premier?) Le Comité du Concours se composait de 
MM. Stefan Straszewicz, president du Comité, Kazimierz Zarankie- 
wiez, directeur du Concours, Edward Otto, Olga Turska, Antoni 
Marian Rusiecki, Jan Gosiewski, représentants du Ministére de 
VInstruction Publique et Antoni Kosiński, représentant le Z. M. P. 


(Association de la Jeunesse Polonaise). Les Comités Régionaux se sont 
constitués: 


a Cracovie sous la présidence de S. Gołąb, 

a Lublin 3 » M. Biernacki, 
a Lódź NE ke » Z. Charzynski, 
a Poznan = „ A. Alexiewicz, 
a Varsovie „ ,, 3 » W. Sierpiński, 
a Wroclaw , , = » J. Stupecki. 


1) Cette these a ete soutenue le 19 décembre 1949. 
Cette these a été soutenue le 15 juin 1950. 
Voir ces Annales 23 (1950), p. 299—300. 
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Sur 1234 élèves de lycées participant au II-ème concours, 256 furent 
admis à la Il-ème phase de ce Concours et 68 à la III-èm2 (dernière), 
23 concurrents obtinrent des prix, 13 autres des mentions honorables. 
Les gagnants ainsi que quelques-uns de leurs professeurs ont regu 
en-outre plusieurs autres prix, fondés par des Ministères et d’autres 
Institutions. 

Il ne manqua pas de sensation à ce Concours. Le plus jeune concur- 
rent, un élève de IX-ème au Lycée de Sandomierz, A. Schinzel a pris 
la première place. 

Le Gouvernement consentit à quelques modifications du réglement 
du Concours dont les plus importantes ‘consistent en ce que les 
concurrents qui ont gagné des prix soient exempts des examens d’entrée 
aux Écoles Supérieures (à l'exception de l'examen de dessin aux Facultés 
d'Architecture des Écoles Polytechniques), et que leurs professeurs 
reçoivent des récompenses pécuniaires (cette mesure a pour but d’encoura- 
ger des professeurs à consacrer plus d’attention et de soins aux élèves 
qui participent au Concours). 

51 professeurs, dont 21 de l’enseignement supérieur, ont participé 
aux travaux liés au Concours Olympique. 

Tous les buts du concours ont été atteints. En outre il a beaucoup 
contribué à la popularisation des mathématiques chez les jeunes gens. 
Parmi les etudiants en mathématiques inscrits à l’Université de Varsovie 
cette année se trouvent la plupart des vainqueurs du concours. De même 
que lan passé, les vainqueurs du I-er Concours contribuèrent à lélé- 
vation de l'instruction en mathématiques des étudiants de premiere 
année en aidant leurs collègues moins avancés. 

Le IIl-ème Concours Olympique Mathématique commencera en 
octobre 1951 et se terminera en juin 1952. Comme auparavant le Comité 
du Concours publiera une brochure contenant les solutions de tous les 
problèmes du II-ème Concours Olympique. 


Les Mathématiciens Polonais 
au I Congrés des Mathématiciens Hongrois 


Du 27 août au 2 septembre 1950 délibérait à Budapest le I*' Congres 
des Mathématiciens Hongrois, joint a la célébration solennelle du 70-ème 
anniversaire de Fréderic Riesz et Leopold Fejér. A ce congres partici- 
perent à côté de la délégation polonaise celles de l’Union Sovietique, 
de la Chine, de la Tchécoslovaquie, Roumanie, Bulgarie, et de la Ré- 
publique Démocratique Allemande. 

La délégation polonaise se composait de MM. K. Borsuk, H. Gre- 
niewski, K. Kuratowski, E. Marczewski, 8. Mazur, A. Mostowski, 
W. Nowacki, W. Pogorzelski, W. Sierpinski, R.Sikorski, M.Stark, 
S. Turski. 
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A part des communications de section, les mathématiciens polonais 
eurent les conférences plénières suivantes: 

K. Borsuk: Les transformations en spheres et la théorie de la décompo- 
sition des espaces euclidiens. 

K. Kuratowski: Quelques problèmes topologiques concernant le prolon- 
gement de fonctions. 

E. Marczewski: Théorème ergodique, généralisations et applications. 

Le congrès a contribué à reserrer la -collaboration entre les mathé- 
maticiens polonais et hongrois, ainsi que ceux des pays, dont les délé- 
gations y ont pris part. 


Mathématiciens Polonais à l’Etranger 


Au début de juillet 1950, Wanda Szmielew est rentrée d’un voyage 
scientifique aux États-Unis. 

En avril 1951 K. Kuratowski et H. Greniewski ont fait un voyage 
scientifique en Tchécoslovaquie; K. Kuratowski à fait des conférences 
à Prague, Brno et Bratislava. 


Mathématiciens étrangers en Pologne 


Prof. Dr Vaclav Pleskot (Prague) a séjourné en Pologne du 28 mai 
au 14 juin. Il à eu un cycle de conférences sur la nomographie à l’Institut 
Mathématique de l'Etat à Varsovie, en outre à Cracovie, Wroclaw et 
Gdansk. 

Dr Ladislav Rieger (Prague) a séjourné én qualité de boursier à Var- 
sovie et y a fait des études spéciales de juillet 1950 à février 1951. 


Prix et distinctions scientifigues 


W. Sierpinski a été élu membre correspondant de l’Académie des 
Sciences de Berlin. Le Ministre de l'Enseignement Supérieur et des Re- 
cherches Scientifiques lui a remis le diplôme d’académicien le 10 janvier 
1951. 

L’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cracovie a accordé 
en juin 1951 son prix scientifique annuel du domaine des sciences mathé- 
matiques et naturelles a K. Kuratowski pour Vouvrage Topologie II. 

M. Biernacki a obtenu le prix scientifique du II-ème degré de l’État 
pour l’année 1950. 

Les prix scientifiques annuels, fondés par le Ministère de l’Instruction 
Publique, pour les meilleurs travaux mathématiques publiés par les mem- 
bres de la Société au cours des deux années précedentes ont éte accordés 
pour la sixieme fois, le 20 avril 1951. 

Les prix ont été décernés à MM. H. Steinhaus (prix Mazurkiewicz) 
pour 1° Sur les fonctions indépendantes (VIT) (Un essaim de points à l’intérieur 
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d’un cube), Studia Mathematica 10 (1948), p. 1—20, 2° Sur les fonctions 
indépendantes (VIII) (Loi des grands nombres, suites aléatoires), Studia 
Mathematica 11 (1949), p. 133—144; W. Wrona (prix Zaremba) pour 
1° Conditions nécessaires et suffisantes qui déterminent les espaces ein- 
steiniens conformément euclidiens et de courbure constante, ces Annales 20 
(1948), p. 28—80, 2° On multivectors in a V,, Kon. Ned. Akad. Wetensch. 
Amsterdam 51 (1948), p. 1291—1301 et 52 (1948), p. 61—68; A. Bie- 
lecki pour: Sur certaines conditions nécessaires et suffisantes pour Vuni- 
cité des solutions des systèmes d'équations différentielles ordinaires et des 
équations au paratingent, Annales Universitatis Marie Curie-Sktodowska 2, 
section A, (1948), p. 49—106. 


Livres et périodiques parus 


Dans le but d’honorer le I™ Congres de la Science Polonaise, la So- 
ciété Polonaise de Mathématique s’est engagée a publier avant le 29. VI. 
1951 les livres et périodiques suivants: Monografie Matematyczne vol. XI, 
W. Sierpinski, Zasady Algebry Wyższej, 2-ème édition; vol. XVII, 
S. Banach, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych; vol. XXIII, W. Sier- 
piúski, Algèbre des Ensembles; vol. XXIV, S. Banach, Mechanics 
(traduction anglaise du livre „Mechanika“, Monografie Matematyczne, 
vol. VIII et IX), Studia Mathematica 12, fasc. 1 (1951), Colloquium Ma- 
thematicum 2, fasc. 2 (1951). 

Cet engagement était déjà rempli le 26 juin 1951. 

Annales de la Société Polonaise de Mathématique 23 (1950), Kra- 
ków, pages 307, contient 19 travaux de 18 auteurs et les Comptes 
Rendus de la Société Polonaise de Mathématique du 1. X. 1949 au 
1. VII. 1950. 

Dodatek do Rocznika P.T. M. 23 (Supplement aux Annales de la 
Société Polonaise de Mathématique 23), Kraków, 1950, pages 103, con- 
tient le travail: W. Ottenbreit, Metody obliczania średnic pozaskończo- 
nych i rozwartości zbiorów (Les méthodes du calcul des diamètres trans- 
finis et des écarts des ensembles). 

Annales Universitatis Mariae Curie-Sktodowska, section A, Sciences 
Mathematiques, vol. IV, Lublin, 1950, pages IV +135, contient 13 travaux 
de 9 auteurs. 

Bulletin International de l’Académie Polonaise des Sciences et Lettres, 
Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles, série A, Sciences Mathé- 
matiques, 1950, Nr 1—10 A. Parmi 13 articles contenus dans ces numéros 
il y en a 1 concernant les mathématiques (p. 1—9). 

Colloquium Mathematicum 2, fasc. 1, Wroclaw, 1949, pages 88, con- 
tient 14 travaux de 13 auteurs, 9 problèmes, les Comptes Rendus de la 
Section de Wroclaw de la Société Polonaise de Mathématique du 1. VII. 
1948 au 31. III. 1949 et chronique; Colloquium Mathematicum 2, fasc. 2, 
Wroclaw, 1950, p. 89—-172 contient 5 travaux de 9 auteurs, 26 problemes, 
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les Comptes Rendus de la Section de Wroclaw du 1. IV. 1949 au 31. XII. 
1950 et chronique. 

Fundamenta Mathematicae 37, Warszawa, 1950, pages 287, contient 
28 travaux de 19 auteurs. 

Matematyka, de IV* année, fasc. 1 et 2 (en polonais), P. Z. W. S. 
(Państwowe Zakłady Wydawnictw Szkolnych), Warszawa, 1951, chaque 
fascicule compte 64 pages et contient des parties: scientifique, historique, 
didactique, une chronique, des analyses, une bibliographie ainsi qu’une 
collection de problèmes. 

Studia Mathematica 11, Wrocław, 1950, pages 272, contient 15 tra- 
vaux de 12 auteurs; Studia Mathematica 12, fasc. 1, Wrocław, 1951, 
pages 144, contient 22 travaux de 11 auteurs. 

Banach, S., Wstep do teorii funkcji rzeczywistych (Introduction à la 
théorie des fonctions réelles), Monografie Matematyczne, vol. XVII, 
Warszawa-Wrocław 1951, pages IV +224. 

Banach, S., Mechanics, translated by E. J. Scott, Monografie Mate- 
matyezne, vol. XIV, Warszawa-Wroclaw 1951, pages IV +546. 

Borsuk, K., Geometria analityczna w n wymiarach (Géométrie analy- 
tique dans l’espace à n dimensions), Cours de la Faculté des Scien- 
ces, Monografie Matematyczne, vol. XII, Lund 1950, Czytelnik, pages 
IV + 448. 

Krysicki, W., et Wtodarski, L., Analiza matematyczna w zadaniach 
(Problèmes d'Analyse Mathématique), 1°° partie, P. Z. W. S. (Panstwowe 
Zakłady Wydawnictw Szkolnych), Warszawa 1950, pages 248. 

Kuratowski, C., Topologie II, Espaces compacts, espaces connexes, 
plan euclidien, Monografie Matematyczne, vol. XXI, Warszawa-Wrocław 
1950, pages VIII + 444. 

Otto, E., Geometria wykreślna (Géométrie descriptive), Monografie 
Matematyczne, vol. XVI, Uppsala, 1951, Czytelnik, pages VI +272. 

Pogorzelski, W., Rachunek operatorowy i przekształcenia Laplace’a 
(Calcul opératoire et transformations de Laplace), P. Z. W.S., Warszawa 
1950, pages 151. 

Rubinowicz, W., Wektory à tensory (Vecteurs et tenseurs), manuel 
pour les étudiants de physique, Monografie Matematyczne, vol. XXII, 
Warszawa-Wroctaw 1950, pages IV +170. 

Sierpinski, W., Zasady algebry wyèszej (Principes d’Algebre Supé- 
rieure) avec une Note de A. Mostowski, Zarys teorii Galois (Esquisse 
de la théorie de Galois), 2-ème édition corrigée, Monografie Matema- 
tyezne, vol. XI, Warszawa-Wroclaw 1951 *). 

Sierpinski, W., Algèbre des ensembles, Monografie Matematyczne, 
vol. XXIII, Warszawa-Wroclaw 1951, pages 205. 


*) On trouve une analyse de cet ouvrage dans ces Annales 20 (1947), p. 147—421. 
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Sierpinski, W., Les ensembles projectifs et analytiques, Mémorial des 
Sciences mathématiques, fasc. 112, Paris, 1950, pages 80. 

Szerszeń, S., Nauka o rzutach (La science des projections), P. Z. W.S., 
Warszawa 1950, pages 296. 


Analyses 


Stefan Banach, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych (Introduction 
a la théorie des fonctions réelles), Monografie Matematyczne, vol. XVII, 
Warszawa-Wroclaw 1951, p. IV +222. 


Cet ouvrage de l’un des plus grands mathématiciens polonais, mort en 1945, est 
un manuel qui relie l’analyse élémentaire à la théorie des fonctions réelles; l’auteur 
s’y occupe surtout de la mesure de Jordan et de l'intégrale de Riemann ainsi que 
des fonctions et des courbes continues. La deuxième partie de l'ouvrage, qui devait 
contenir en particulier la théorie de la mesure et de l’intégrale de Lebesgue (en même 
temps que la théorie des intégrales curvilignes et superficielles de Lebesgue et les thé- 
oremes de Green et de Stokes relatifs à ces intégrales), ne paraîtra jamais, car le 
manuscrit, déposé avant la guerre a l’imprimerie de l’Université de Cracovie, a été 
détruit sur l’ordre des ,,Kulturtrager“ hitleriens. Heureusement, la plupart de la pre- 
mière partie était deja imprimée et les travailleurs de l'imprimerie, qui ont recu l’ordre 
de détruire les épreuves, réussirent à les cacher en bravant le danger; c’est ainsi que 
sa publication a été rendue possible. Les passages manquants ont été complétés par 
des élèves et collegues de l’auteur, a savoir MM. W. Orlicz et A. Alexiewicz. 

Ce travail est bien plus complet, plus précis et contient beaucoup plus de détails 
que les cours habituels d’analyse. Les théories constructives des nombres réels (appar- 
tenant au fond à l’arithmétique théorique) sont omises. L’auteur expose des le 
début 13 axiomes sur les nombres réels (y compris le principe de Dedekind). Il s’oc- 
cupe ensuite en introduisant les symboles correspondants, de Valgebre des ensembles 
et des notions logiques fondamentales du calcul des propositions et des quantificateurs. 
Apres avoir expose les notions de fonction définie sur un ensemble d’elements quel- 
conques et de produit cartésien d’ensembles, l’auteur passe a la théorie des nombres 
cardinaux, en particulier au theoreme de Bernstein sur la comparaison des puis- 
sances d’ensembles et au théorème de Cantor sur la puissance de l’ensemble de toutes 
les parties d’un ensemble donné, en citant de nombreux exemples d’ensembles de puis- 
sances No, € et 2°. Il donne aussi quelques exemples d'ensembles ordonnes de types 
7 et 4, sans établir leurs propriétés caractéristiques. Par contre, il démontre plusieurs 
théorèmes sur les ensembles bien ordonnés, à savoir le théorème sur la similitude des 
portions d’ensembles bien ordonnes, le théoreme de Zermelo et le principe de l’induction 
transfinie. Cette etude de la théorie des ensembles constitue le I-er chapitre de l'ouvrage. 


Chapitre II. Limite de suite. Ce chapitre contient le theoreme de Cantor-Ascoli 
sur la suite descendante de segments, la définition des bornes d’un ensemble de nombres 
réels avec la démonstration de leur existence, la définition de la limite et des limites. 
supérieure et inférieure, le critère de Cauchy de convergence des suites et le théoreme 
sur la convergence des suites monotones. L'auteur s’occupe en outre des théorèmes 
relatifs aux opérations sur les suites convergentes, sur les permutations et sur les suites 
partielles, et de la définition de la somme d’une série. Il traite en détail des limites 
supérieure et inférieure en les définissant tout d’abord comme la plus grande (la plus 
petite) des limites de suites partielles convergentes; il démontre l’équivalence de cette 
définition de limites extrèmes à deux autres (dans l’une d'elles, il utilise quelques iné- 
galités et dans l’autre il effectue un double passage à la limite en considérant certaines 
suites convenables formées avec le maximum ou le minimum des termes de la suite). 
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Dans les demonstrations, il utilise le théorème de Bolzano-Weierstrass sur les points 
d’accumulation d’une suite. Le chapitre s'achève par le théorème sur la conservation 
du signe d’inegalité apres le passage à la limite supérieure ou inférieure et par une étude 
des relations qui ont lieu entre ces limites et les opérations élémentaires effectuées sur 
les suites. 


Chapitre ITI. Les ensembles ponctuels. Apres avoir défini les points d’accumulation 
et les ensembles fermés sur une droite et démontré le théoreme de Weierstrass sur 
l'existence d’un point d’accumulation de l’ensemble borne. l’auteur s’occupe de quel- 
ques définitions et théorèmes que l’on ne trouve généralement pas dans les cours d’ana- 
lyse (ensembles isolés, ensemble dérivé, ensembles frontieres et ensembles parfaits). 
Il expose deux définitions de l’ensemble ouvert et démontre leur équivalence. Parmi 
les exemples, on trouve l’ensemble ternaire parfait et non-dense de Cantor. Il définit 
ensuite les ensembles denses en soi ou denses sur un autre ensemble et les ensembles 
non denses et il établit les théorèmes fondamentaux relatifs aux ensembles linéaires 
connexes; il introduit la notion de continu et celle des ensembles de Ire et IIe»: caté- 
gories et il établit quelques théorèmes sur les ensembles séparables. I] expose deux 
»theoremes de couverture“ à savoir aussi bien le théorème de Heine-Borel que celui, 
généralement omis dans les cours d’analyse, de Lindelöf. La théorie des ensembles 
linéaires s'achève par un expose des notions de diamètre des ensembles et de distance 
entre eux ainsi que de quelques théorèmes qui s’y rattachent (par exemple du théorème 
sur la distance des ensembles fermés, bornés et disjoints). 

L’auteur considère ensuite des ensembles ponctuels dans l’espace euclidien a m 
dimensions en basant la métrique sur les inégalités de Hélder et de Schwarz. Apres 
avoir défini quelques notions géométriques (segment, cube *), réseau) et celle de limite 
d'une suite de points, il étend les théorèmes de Cauchy, de Cantor-Ascoli, de Bolzano- 
Weierstrass, de Heine-Borel et d’autres, déja établis dans le cas des ensembles 
linéaires, au cas de l’espace a m dimensions et démontre que tout ensemble ouvert est 
la somme d’une suite de cubes fermés ou de spheres ouvertes. On trouve a cet endroit 
beaucoup de théorèmes sur la connexion et sur les constituants d’un ensemble (dans 
le cas des ensembles linéaires les théoremes analogues étaient bien moins nombreux) 
et le théorème sur le „e — enchainement“ d’un continu. L’auteur introduit les notions 
d’ensemble convexe, de simplexe et de polyedre en exposant quelques theoremes qui 
sy rattachent. Il établit aussi le theoreme de Cantor sur le suite descendante 
d’ensembles fermés, celui de Cantor-Bendixson et quelques autres théorèmes élé- 
mentaires sur les points de condensation. Les considérations sur la structure des en-. 
sembles fermés, des ensembles F, et des ensembles G, (avec des exemples de I’, qui 
ne sont pas Gs) achevent ce chapitre. 

Chapitre IV. Fonctions dans E™. L’auteur definit la limite et la continuite selon 
Heine, démontre leur équivalence avec les definitions de Cauchy et expose les pro- 
priétés fondamentales des fonctions continues et des fonctions qui représentent H dans 
l’espace euclidien E” à n dimensions (en particulier, le théorème d’après lequel une 
image continue d’un ensemble connexe est aussi un ensemble connexe). Ensuite il expose 
les théoremes sur le prolongement des fonctions continues, à savoir a) d’une fonction 
continue sur un ensemble quelconque a un Gs convenable, b) d’une fonction unifor- 
mément continue sur un ensemble quelconque à sa fermeture avec conservation du 
module de continuité, c) d’une fonction continue sur un ensemble fermé et borné à l’es- 
pace entier, d) le même prolongement avec conservation de la condition de Hôlder. 
J] traite en detail la théorie des ensembles compacts de fonctions, tres utile dans l’étude 
des équations différentielles et intégrales et dans celle des fonctions analytiques, mais 
généralement omise dans les cours élémentaires d’analyse. En particulier, il établit le 


*) Ce mot désigne ici un parallélépipede rectangle. 
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théorème d'Arzela sur les ensembles des fonctions uniformément et également conti- 
nues. Il s'occupe aussi des théorèmes relatifs à l’approximation uniforme des fonctions 
continues par des polynômes, en particulier par des polynômes de Bernstein et il 
expose ensuite les théorèmes fondamentaux sur les fonctions de Baire (il considère 
surtout des fonctions de I'e classe en établissant le théorème sur les points de con- 
tinuite d’une fonction de Ie classe et le théorème sur une suite uniformément conver- 
gente de fonctions de I*t classe). La théorie des courbes est traitée à fond avec une 
grande précision; l’auteur donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un 
ensemble soit une courbe (la notion ainsi précisée de courbe conduit à des exemples 
qu'un débutant n’aurait jamais nommé ,courbe“). L'auteur ne se contente pas de citer 
l'exemple de la courbe de Peano qui remplit un carré, mais établit le théorème de 
Sierpinski, d'après lequel les courbes sont identiques avec les continus qui se lais- 
sent décomposer en un nombre fini de continus dont les diamètres sont tous moindres 
que e, et cela quel que soit & > 0. Il cite quelques conséquences de ce théorème relatives 
aux sommes d'un nombre fini ou même dénombrable de courbes. Le chapitre s’achève 
par le théoreme: tout ensemble convexe, fermé et borné (donc en particulier tout sim- 
plexe ou polyedre) est une courbe. 


Chapitre V. Intégrale de Riemann. L'auteur commence par exposer la théorie de 
l'intégrale d'une fonction d’une et de plusieurs variables d’une manière qui ne diffère 
pas de celle employée dans les cours d’analyse, mais en précisant davantage les démon- 
strations des lemmes utilisés. Il dépasse le programme d'analyse en établissant une 
condition nécessaire et suffisante de l’intégrabilité (R) exprimée en termes de la théorie 
de la mesure de Lebesgue (l’auteur ne définit point cette mesure dans Je cas général, 
mais explique la notion de l’ensemble de la mesure de Lebesgue nulle). Il prouve le 
theoreme de Fubini en supposant que l’une des deux intégrales successives est une 
intégrale supérieure ou inférieure. Afin de préparer la théorie de l'intégrale (R) sur un 
ensemble mesurable au sens de Jordan, d’ailleurs quelconque, l’auteur s’occupe de 
la théorie de la mesure de Jordan, il établit les propriétés des mesures intérieure et 
extérieure et la mesurabilité de la somme, de la différence, du produit et du complé- 
ment des ensembles mesurables. Il établit aussi l’additivité de la mesure des ensembles 
disjoints (ou dont les intérieurs sont disjoints) et les théorèmes sur la mesure de quel- 
ques ensembles ayant des rapports avec l’ensemble donné (son intérieur, sa fermeture, 
son ensemble dérivé et sa frontiere). Il ne mentionne pas l’invariance de la mesure par 
rapport au groupeædes transformations isométriques en se bornant à l’établir dans le 
cas des translations seulement. Ensuite l’auteur s’occupe de l'intégrale (R) sur les en- 
sembles arbitraires en étendant à ces intégrales tous les theoremes établis auparavant 
dans le cas des intégrales sur les cubes (le theoreme sur l’additivite de l’intégrale par 
rapport aux ensembles et a la fonction sous le signe d’integration, les conditions d’inté- 
grabilité, le théorème de Fubini dans des conditions peu restrictives et d’autres encore). 
Enfin l’auteur démontre deux théorèmes qui relient la théorie de la mesure à celle 
de l'intégrale: d’après le premier, la mesure est l'intégrale de la fonction caractéristique, 
tandis que, d’après le second, l'intégrale d’une fonction non négative est la mesure 


de l'ensemble des ordonnées dans HT, Le théorème de Fubini est illustré par quel- 
ques exemples élémentaires relatifs au cas de l’espace à 2 ou à 3 dimensions, dans le 
dernier exemple cependant calcule le volume d’une sphere dans l’espace à n dimen- 
sions (le résultat de ce calcul contient une erreur d'impression qui n’est pas corrigée 
dans les errata). 

A l'exception peut-être de l’ouvrage de Haupt, Aumann et Pauc (Differential 
und Integralrechnung) il y a bien peu de bons livres du genre de celui-ci. Un étudiant 
ne trouvera les théoremes qui sont étudiés ici ni dans les cours élémentaires d’analyse, 
ni dans les ouvrages sur la théorie des fonctions du genre de la „Théorie de l'intégrale“ 
de S. Saks, où l’on s’occupe surtout de l'intégrale de Lebesgue; on ne trouve la plu- 
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part de ces théorèmes qu’aux périodiques. Cette monographie, rédigée en polonais 
rendra de grands services aux étudiants qui commencent à étudier la théorie des fonc- 
tions réelles ou qui veulent approfondir leurs connaissances d’analyse. On doit d’ail- 
leurs recommander la lecture de cette monographie à toute personne voulant étudier 


une branche quelconque de l’analyse supérieure. 
Zygmunt Zahorski 


Casimir Kuratowski, Topologie II. Espaces compacts, espaces con- 
nexes, plan euclidien, Monografie Matematyczne XXI, Warszawa- Wroclaw 
1950, p. VIII + 444. 


Le vaste domaine des phénomenes topologiques est traité dans deux directions. 
L’une d’elles, allant des espaces tres spéciaux (polytopes) a de espaces des plus en plus 
généraux, est liée étroitement a l’algebre et est ordinairement combinatoire, l’autre, 
progressant des ensembles de points, les plus généraux, vers des espaces à contenu géomé- 
trique de plus en plus riche, est liée avant tout à la théorie des ensembles. Il existe 
plusieurs oeuvres comportant un cours systématique de la direction combinatoire, 
cependant, la littérature mondiale n’en possédait aucune jusqu'alors qui refléterait 
parfaitement la direction ensembliste; les oeuvres connues, traitant ce sujet, avaient 
toujours plus ou moins un caractere fragmentaire. Le second volume de l’ouvrage de 
Kuratowski, Topologie, ainsi que le premier, paru plus tôt (Monografie Matematyczne III 
(1933) Iò! édition, et Monografie Matematyczne XX (1948) II" édition), comblent 
cette lacune. Les résultats des topologues sur la direction ensembliste, parsemés dans 
beaucoup de travaux, ont été réunis dans l’oeuvre de Kuratowski en un système con- 
cis, imposant par la richesse du sujet et la clarte de la structure. 

Alors que le volume I comporte la théorie des espaces topologiques les plus généraux, 
le volume II est consacré surtout a des types d’espaces métriques séparables particu- 
lièrement riches en intéressantes propriétés de caractère géométrique. 

Le numérotage des chapitres et des paragraphes est commun aux deux volumes. 
Ainsi, le volume II commence par le chapitre IV, consacré aux espaces compacts, et 
comporte 4 paragraphes: le paragraphe 37 dans lequel sont données les propriétés géné- 
rales des espaces compacts (métriques), le paragraphe 38 contenant la théorie des espaces 


des sous-ensembles fermés 2% ainsi que des espaces fonctionnels À, le paragraphe 39 
contenant la théorie des fonctions semi-continues, et finalement lé paragraphe 40 con- 
tenant des connaissances ultérieures de la théorie de la dimension, dont les débuts ont 
ete déjà traités dans le volume I. On y trouve entre autres les théorèmes sur la decom- 
position d’un espace à n dimensions, la théorie des dits coefficients d’aplatissement de 
Urysohn, les théorèmes classiques de Hurewicz sur les transformations continues 
qui augmentent ou diminuent la dimension, le théorème d’Alexandroff sur les 
transformations des polytopes formulé par l’Auteur d’une maniere tres élégante, et 
finalement le theoreme de Menger-Nobeling sur le plongement de l’espace métrique 
séparable de dimension n dans l’espace euclidien a 2n+-1 dimensions. 

Le chapitre V est consacré à la théorie des espaces connexes. Aprés avoir com- 
menté les propriétés de la notion de connexité et d’autres notions analogues au para- 
graphe 41, l’Auteur passe, au paragraphe 42, a la théorie des continus. On y trouvera 
également des caractérisations topologiques d’arcs simples et de courbes simples fermées 
(théorème de R. L. Moore). Le paragraphe 43 contient la théorie des continus irréduc- 
tibles et indécomposables. Cette importante théorie, dont le développement est di en 
grande partie à l’Auteur, a été exposée d’une façon accessible et illustrée par d’intéres- 
sants exemples pris en partie des travaux de Knaster. 

La théorie des espaces localement connexes est traitée au chapitre VI. Le para- 
graphe 44 est consacré aux propriétés générales des espaces métriques localement con- 
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nexes. Le paragraphe 45 fixe les rapports entre la connexité locale et la connexité par 
arcs; il contient, en particulier, une démonstration courte et élégante du théoreme 
fondamental (Mazurkiewicz-Moore-Menger) sur la connexité par arcs des espaces 
complets, connexes et localement connexes, et du théorème (Mazurkiewicz-Hahn) 
sur la caractérisation des images continues de l'intervalle par la compactivité et la 
connexité locale. On trouve, au paragraphe 46, les principales noticns de la théorie des 
courbes, basée sur la notion de l’ordre d’un point, et illustrée d’intéressants exemples. 
Entre autres, ce paragraphe contient une caractérisation topologique des arcs simples et 
courbes simples fermées et les plus simples propriétés des dendrites. Il y a également 
des informations sur certaines théorèmes plus profonds de la théorie des courbes, mais 
dont les démonstrations ne sont pas contenues dans ce livre. Le paragraphe 47 con- 
tient un beau cours de la théorie de la décomposition des continus localement connexes 
en éléments connexes, établie par G. T. Whyburn, W. L. Ayres et l’Auteur. 


En renforçant graduellement les hypotheses, l Auteur passe aux espaces à struc- 
ture de plus en plus régulière. Le chapitre VII a pour sujet les espaces dont la struc- 
ture rappelle en grande partie celle des polytopes, c’est-à-dire les espaces localement 
connexes en dimension n, les espaces localement contractiles et les retractes absolus 
de voisinage. Au paragraphe 48 sont décrites la notion de restriction et ses rapports 
avec la théorie du prolongement des fonctions continues ainsi que d’autres notions 
fondamentales de la théorie des retractes avec leurs propriétés principales. L'auteur 
développe cette théorie en utilisant une notion introduite par lui-même et dite rela- 
tion 7, grace à laquelle il obtient une exposition claire, courte et générale. De plus, ce 
paragraphe contient la théorie des espaces connexes en dimension n, ainsi que loca- 
lement connexes en dimension n. Le paragraphe 49 renferme une partie élémentaire 
de la théorie de la homotopie, en particulier, la theorie de contractilité, de la con- 
tractilité locale et des retractes par déformation. Sur les théorèmes plus profonds du 
domaine de la homotopie, qui exigent des méthodes combinatoires, l’Auteur ne donne 
que des informations superficielles. 

La direction combinatoire de la topologie se sert au début de -notions algebriques, 
en particulier, de la notion du groupe. Dans la direction ensembliste le besoin de no- 
tions appartenant à la théorie des groupes paraît beaucoup plus tard et sous une forme 
un peu différente. Le chapitre VIII est consacré a ces notions qui paraissent d’une 
facon naturelle au fur et à mesure que l’on examine les propriétés de forme et de lieu 
des ensembles à l’aide des méthodes ensemblistes. 

Le paragraphe 50 contient des connaissances élémentaires du domaine de la théorie 
des groupes abéliens (discrets et topologiques) et les propriétés du groupe (topologique) 
des transformations continues Y* d’un espace arbitraire X en sous-ensembles du groupe 
topologique Y. Les rapports entre la connexite de l’espace X et les propriétés du 
groupe G*, où G détermine un groupe de nombres entiers, y sont fixés. Au paragraphe 51, 
on trouve l’examën des propriétés fondamentales des groupes S‘ et P*, où P est un 
groupe de nombres complexes z+ 0 et S un groupe de nombres complexes |z|=:1 (avec la 
multiplication comme opération du groupe), ainsi que de certains de leurs facteurs- 
groupes. Divers rapports entre les propriétés de ces groupes et celles de l’espace X y sont 
établis. Le paragraphe 52 est consacré aux espaces unicohérents et à la dite con- 
tractilité relativement à S. En particulier, la caractérisation des continus localement 
connexes et unicohérents y est donnée, à l’aide des propriétés de leurs transformations 
continues sur la circonférence S. 


Le dernier chapitre (IX) comporte un cours systématique de la topologie du plan, 
fondé en grande partie sur les méthodes développées au chapitre precedent. Le para- 
graphe 53 contient des faits élémentaires du domaine de la topologie de l’espace eucli- 
dien à n dimensions, 3”, accessibles aux méthodes ensemblistes, c’est-à-dire la caracte- 
risation des coupures compactes de l’espace >”, à l’aide de transformations conti 
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nues, en surface sphérique à n — 1 dimensions, les rapports entre la séparation de l’espace 
3" et la théorie des rétractes, et le théorème (Mazurkiewicz) sur la séparation des 
régions situées dans l’espace 5" par les ensembles de dimensions <n—2. Au para- 
graphe 54, l'Auteur, en utilisant la notion du dit espace de Janiszewski, examine les 
problèmes qualitatifs de la surface sphérique S, à deux dimensions. Une démonstration 
classique du théorème de Jordan sur la séparation par une courbe simple fermée et 
sur l'accessibilité des points de celle-ci, ainsi que la démonstration du théorème réci- 
proque y sont données pour un espace de Janiszewski ne contenant aucun point de 
séparation. En outre, ce paragraphe comporte la caractérisation topologique de la surface 
sphérique S, et d'importants théorèmes sur l’équivalence topologique d’une courbe 
simple fermée et située sur S, avec une circonférence. 

Le paragraphe 55 final contient la théorie des problèmes quantitatifs d’un plan, 
fondée sur une méthode appartenent à la théorie des groupes et développée au chapi- 
tre VIII dont Eilenberg, pour la première fois, a fait systématiquement usage dans 
ce but. Le remplacement du groupe S“, qu’employait Eilen berg, par le groupe P“ donna 
à l’Auteur quelques simplifications et mit en évidence le caractère topologique de cer- 
tains théoremes sur la théorie des fonctions analytiques (p. ex., le théorème de Weier- 
strass sur la décomposition d’une fonction entière en facteurs primaires ou bien le the- 
oreme de Rouché sur le nombre algébrique de zéros d’une fonction holomorphe). 

Finalement, il est à mentionner que la bibliographie du livre est ample, bien rédigee 
et permet au lecteur de s'orienter aisément dans la littérature du sujet, jusqu'aux 
ouvrages les plus récents. 

Aprés avoir lu l’oeuvre de Kuratowski, le lecteur est bien informé des résultats 
obtenus dans le vaste domaine de la direction ensembliste de la topologie. Ce domaine 
n’est pourtant qu’une partie de la monumentale topologie actuelle, mais une partie 
digne du reste. 


Karol Borsuk 


Edward Otto, Geometria Wykreslna (Géométrie Descriptive), Mono- 
grafie Matematyczne XVI, Warszawa-Wroclaw 1950, p. VIII+272, (en 
polonais). 


Ce livre a été imprimé en Suede comme don du Gouvernement suédois pour la 
reconstitution de la culture polonaise. 

Dans l’avant-propos l’auteur remarque qu’en vue d’ameliorer le systeme d’études 
il a été nécessaire de condenser les matières, destinées aux éleves-ingénieurs, en un 
manuel réduit. Pourtant ce livre a ete écrit dans l'intention de servir aussi aux étudiants 
des universités. 

Cet ouvrage, qui constitue une position très précieuse dans notre littérature scienti- 
fique, se distingue par sa précision, au point de vue didactique par une bonne exposition 
des matières, un style simple, une langue correcte. Il contient les solutions de nombreux 
problèmes de construction, un grand nombre d'exercices, et plus de 400 figures tres 
bien faites. L’exécution typographique est tres soignée. Le tout fait une excellente 
impression. 

Ce livre est divisé en 7 chapitres: I. Projections cotées, II. Projections sur 2 plans, 
III. Courbes du second degré, IV. Surfaces du second degré, V. Intersections de surfaces, 
VI. Axonométrie, VII. Perspective. 

Dans les chapitres I et II l’auteur s’occupe des méthodes de représentation des 
éléments, de leur correspondance mutuelle, de parallélisme et de perpendicularité des 
droites et des plans, de rotations et de rabattements. Il résout des problèmes de construc- 
tion où il s’agit, entre autres, de déterminer les angles entre droites et plans, les projec- 
tions de polygones et polyedres réguliers, les sections planes et intersections de pyramides 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 209 


et de prismes, les ombres (éclairage parallèle) de polygones, polyèdres, cônes et cylindres 
de révolution, ainsi que les ombres mutuelles de ces corps. Dans le chapitre I on trouve 
des exemples d’applications techniques: déterminer un comble, un chemin de pente 
donnce avec déblais et remblais, déterminer sur une surface topographique les lignes de 
pente constante et les lignes de plus grande pente. Dans le chapitre II, il considere les 
changements des plans de projection et le plan de projection latéral, ainsi que les con- 
structions effectuées sans avoir recours aux traces des droites et des plans. 

Dans le chapitre III, il insiste sur le rôle fondamental que joue dans la Mathémati- 
que toute entière, par suite aussi dans la Géométrie, la notion de fonction. Ayant intro- 
duit les éléments à l'infini, il considere les fonctions «= f(X) qui font correspondre 


1) à tout point X d’une série de points [p], une droite x du faisceau [W] passant 
par À, 


2) à tout point X d’un systeme plan [a], une droite x de la gerbe [W] passant par X, 
ainsi que les fonctions inverses X = f—1(x), faisant correspondre dans les cas a) et b) 
a toute droite x, un point X. L’auteur donne à ces fonctions le nom de transformations 
homologiques ou homologies. 


a) Si, pour nn nombre fini de séries |p,]. |ps3},... et de faisceaux [W,], |IV,],..., la 
fonction 7, détermine une homologie entre [p,] et [W,], la fonction f, est une homologie 
entre [#,] et [p.], et la fonction f, une homologie entre [p,] et [W,], ete.. 


b) Si, d'autre part, pour un nombre fini de systèmes plans [a], [u3],... et de gerbes 
[W,], [Wi]... la fonction f, détermine une homologie entre [¢,] et [W,], la fonction 
, est une homologie entre [W,] et [«,], ete., l’auteur appelle une transformation, composée 
d’un nombre fini de telles transformations homologiques, dans le cas a) —— transformation 
homographique ou projectivité, dans le cas b) — collinéation. 

Une transformation projective de 2 systemes plans [a@,] et [«], dans laquelle les 
points correspondants sont situés sur des droites passant par un point fixe W, est dite 
collinéation centrale. L’auteur étudie les propriétés de ces transformations, en considérant 
aussi les cas particuliers de collinéations: affinité centrale, transformations affines, 
similitude et congruence. Après avoir examiné les propriétés des séries et des faisceaux 
projectifs (rapport de division, rapport anharmonique, theoremes de Pappus, de Staudt, 
problème de l’univocité des transfomations projectives), il aborde les propriétés générales 
des coniques. Il définit une conique comme ensemble de tous les points X communs aux 
droites x, et x,, qui correspondent l’une à l’autre dans la transformation projective 
= f(x,), parmi les droites de 2 faisceaux [J}’,] et [ W,], situées dans un plan. L'auteur 
considère les collinéations des coniques, leur classification, les méthodes servant à les 
déterminer, il étudie les propriétés de la polaire d’un point par rapport à une conique, 
celles du centre, des diamètres conjugués et des axes de la conique, et résout des proble- 
mes de construction relatifs aux coniques. Il détermine les sections planes de cônes et 
de cylindres, le développement dun cylindre, et étudie les propriétés métriques des coni- 
ques (foyers, directrice, rayon de courbure). 

Dans le chapitre IV, il définit la collinéation centrale de l’espace projectif en lui- 
nême, dont le centre est W, le plan de collinéation r (ne contenant pas W) et la cote 
de collinéation c--0, comme transformation, faisant correspondre au point X’, le point X” 
sur la droite WX’ qui satisfait à la condition (WXX’X’’)=c, X désignant le point d’inter- 
section de la droite WX’ et du plan z. On appelle transformation projective toute 
transformation composée d’un nombre fini de collinéations centrales. 

L’auteur appelle surface du second degré ou quadrique tout ensemble de points qu’un 
plan coupe suivant une conique (dégénérée ou non). Il étudie les propriétés du plan 
polaire d’un point par rapport à une quadrique, du cône circonscrit à la quadrique, 
des droites conjugées par rapport à celle-ci, du plan diamétral, du diamètre, des axes 
et du centre de la quadrique. Il considère les transformations de la quadrique en elle- 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 14 
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meme, d’une quadrique non singulière en quadrique de révolution, la classification des 
quadriques, et les sections planes des quadriques. 

Le chapitre V s'occupe des modes de génération et des propriétés des surfaces de 
révolution (point régulier, droite tangente, points elliptiques, paraboliques et hyperboli- 
ques, contour de la surface et contour projeté de celle-ci, contour de l'ombre propre, 
section plane). On y trouve de nombreux exemples d’intersections de surfaces (cônes, 
cylindres, sphère, torc), l’auteur y traite aussi les cas où la courbe d’intersection se coin- 
pose de 2 coniques: insersections circulaires du cylindre elliptique et du cône, voûte en 
are de cloître et voûte d’aréte, intersection de 2 cônes circonscrits à une même sphere, 
ombres d’un cône et d’une sphère creux. 

Dans le chapitre VI l’auteur expose la démonstration du théorème de Pohlke 
(théorème fondamental de l’axonométrie oblique) et la construction de la projection 
axonométrique (c’est-à-dire projection parallele sur le plan de projection choisi) d’un 
corps donné déterminé par 3 projections orthogonales. Pour l’axonométrie orthogonale, 
il étudie les relations entre les rapports de réduction axonométrique pour 3 axes d’un 
système orthogonal, il indique les constructions, au moyen desquelles on détermine les 
angles que font les axes avec le plan de projection ou les projections des 3 coordonnées 
d’un point arbitraire. 

Le chapitre VIT traite de la représentation des points, droites et plans par la méthode 
des projections centrales (perspective). L'auteur y étudie les rabattements des plans, la 
représentation des élements orthogonaux, la construction des points de division, la 
construction des perspectives des polygones, polyédres, coniques et des ombres de ces 
corps. 

L’auteur fait aussi mention des anaglyphes, dessins représentant dans un plan x deux 
perspectives différentes J’; et Fp de la même figure F, avec 2 centres de projection dif- 
férents, S; et Sp. Si la droite S;Sp est parallèle au plan 7, la distance des 2 centres S, et 
Sp égale à la distance des pupilles des yeux de l'observateur, et la projection I’; tracée 
en rouge, la projection F'p.en bleu, alors l'observateur, dont les pupilles seraient placées 
respectivement aux centres 84 et Sp, regardant x par des lunettes dont le verre gauche 
est bleu et le verre droit rouge, aurait l'impressiou de voir la figure I’. 

L'auteur considère enfin un probleme important de photogrammétrie, consistant 
à dresser la carte d'un terrain plan à l’aide d’une photographie de celui-ci, dans le cas où 
le cliche de l’appareil n’était pas parallele au terrain au moment où la photographie 
a été prise. 


lL. Plamilser 


Wojciech Rubinowicz, Wektory i tensory, podręcznik dla studentów 
fizyki (Vectors and tensors, à Text-Book for Students of Physics), Mono- 
grafie Matematyczne t. XXII, Warszawa-Wroclaw 1950, p. 170. 


Professor Rubinowicz has been very successful in producing a text-book on Vector 
Analysis for first and second year students of physics at our universities and institutes 
of technology. At any rate, the first half of his book may be so qualified, as the second 
one contains some more advanced topics, e. g., a brief but, considering its length, unex- 
pectedly comprehensive account of spherical harmonics, and an introduction to the 
theory of Green’s functions. 

After an opening section containing a very well written survey of the different 
aspects under which vectors appear in physics, the algebra of vectors is developed on 
some thirty pages. There follow two sections on ,,tensors“, though by tensor Professor 
Rubinowicz understands in his book only tensors of rank two. Here it may alsg be 
mentioned that, due to its elementary character, the whole book deals exclusively, 
with three- (and two-) dimensional objects. Two sections treating of the changes of 
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coordinate system and the concepts of vectors and tensors from the point of view of 
such changes close the first part of the first chapter on Vector and Tensor Algebra. 
Differentiation and integration of vectors are developed in a short second part of the 
first chapter. 

The second chapter, which comprises far more than a half of the book, is devoted 
to the theory of fields and gives the autor a better opportunity to display his didactic 
talent. After some introductory sections on gradients, divergences, and curls, in con- 
nection with the Stokes, Gauss-Ostrogradski, and Green integral theorems, such subjects 
as single, double, and multiple point sources, the determination of a vector field from 
its sources and vortices, etc., are very intelligibly expounded in detail; some more 
advanced subjects which are also included in this chapter have algready been mentioned. 

The book contains a considerable number of problems (which together with their 
solutions comprise more than a quarter of the whole), but these are mainly designed 
to illustrate points of principle or to bring out new concepts rather than to give the 
student extensive practice in manipulation. 

Gibbs’s notation, which seems to be ever more and more spreading over the whole 
world is used throughout the book, though -~ as it seems — unfortunately, not in its 
most consequent, original, Gibbs-Wilson form but in the Gibbs-Jaumann modifi- 
cation (scalar products without the dot, (a grad) b insteaed of (a V)b, etc.), which for 
a time was used in Germany but in recent years seems to yield, even in Germany, to 
the original Gibbs-Wilson notation (see, e.g., Lagally’s exhaustive treatise on Vector 
Calculus published in Leipzig in 1928). Professor Rubinowicz himself admits that vectors 
are often denoted in print by Clarendon type; in the opinion of the reviewer the book 
would gain much in apperance by adhering to this custom rather than that of denoting 
vectors by ordinary type with a bar above, a method which may be considered nowadays 
as rather obsolete. 

But these are only quite minor objections; it cannot be doubted that Professor 
Rubinowicz’s book fills up an important gap in the Polisch text-book literature, 
a gap which was badly felt for some decades past by prospective physicists and 
all those interested in physics as an auxiliary science. 


Jan Weyssenhoff 


Waclaw Sierpinski, Algebre des Ensembles, Monografie Matema- 
tyczne, vol. XXIII, Warszawa-Wroctaw 1951, p. 205. 


Ce nouveau livre de Wacław Sierpinski contient les parties de la théorie générale 
des ensembles qui se rapportent aux fonctions, aux ensembles et aux familles d’ensemb- 
les, mais où les notions de puissance et d’ordre n’interviennent pas. Ce livre contient 
beaucoup de sujets. On y a omis quelques démonstrations difficiles de résultats parti- 
culiers en les remplaçant par des renseignements bibliographiques, et les problèmes 
faciles (souvent empruntés aux travaux originaux des auteurs) sont formulés comme 
exercices. C’est pourquoi il peut se rendre utile aussi bien aux étudiants, qu'aux mathé- 
maticiens plus avancés. Dans toutes les parties de l’ouvrage on rencontre des résultats 
propres de l’auteur, qui le plus souvent ont été publiés dans „Fundamenta Mathema- 
ticae“. 

Dans le chapitre Ie": Algèbre des propositions (§§ 1—6, p. 1—34), l’auteur s'occupe 
successivement de l’équivalence des propositions, de l'implication, de la somme et du 
produit logique, de la négation, des fonctions propositionnelles et des quantificateurs. 
L'exposé n’est point axiomatique, il contient cepedant plusieurs systemes d’axiomes . 


(ceux de Lukasiewicz, de Hilbert-Ackermann et quelques autres), pourvus 
de. commentaires. 


L4* 
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Dans le chapitre II°: Ensembles, éléments, sous-ensembles (§§ 7—13, p. 35—6)) 
l'auteur traite l'appartenance d’un élément à l’ensemble: pe Hl, légalité de deux 
ensembles, les ensembles composés d’un seul élément, l’ensemble vide, les ensembles 
d’ensembles (en particulier, l’axiome de l'infini) et le plus petit (le plus grand) ensemble 
ayant une propriété donnée. Bien qu'ici encore l’exposé ne soit pas axiomatique, le 
lecteur est mis au courant, à des endroits appropriés, des axiomes de la théorie des 
ensembles d’après Zermelo et Fraenkel. En citant d'intéressants passages empruntés 
aux savants de tout temps, l’auteur éclaircit plusieurs problèmes fondamentaux qui 
ont suscité des doutes et discussions à diverses époques. 

Le chapitre III": Operations élémentaires sur les ensembles ($$ 14—22, p. 62—111), 
concerne aussi bien les opérations effectuées sur deux ensembles que celles relatives 
aux suites d’ensembles. On y parle de la somme, du produit, de la différence et de la 
formation du complémentaire; on s’y occupe séparément des sommes des ensembles 
disjoints. Un paragraphe est consacré au parallélisme entre l’algebre des propositions 
et l’algebre des ensembles et une partie de ce paragraphe à l'algèbre de Boole. On 
y parle du „système ordinaire de l’algebre de Boole“ selon Tarski, du „corps de Boole“ 
et du „corps généralisé de Boole“ d’apres la terminologie d’un travail de Mostowski 
et finalement, du système d’axiomes de Byrne. (Au lecteur moins avancé dans la 
théorie des ensembles, il serait peut-être désirable d'expliquer les relations qui ont lieu 
entre ces diverses notions et d'adopter une notation uniforme). C’est a juste raison 
que l’auteur traite en détail la différence symétrique dans un paragraphe spécial, et 
cela en liaison avec les notions algébriques de groupe et d’anneau. Il serait probablement 
plus indiqué de compléter ce paragraphe par une remarque sur le parallélisme entre 
la différence symétrique que l’auteur désigne par le symbole C) et l'opération logique 
dont il est question dans l'exercice de la page 18 et qui est désignée par +. Il me semble 
d'ailleurs que deux symboles différents sont ici superflus: l'addition des ensembles et 
celle des propositions ne sont-elles pas désignées dans ce livre par le même symbole +? 
Dans les derniers paragraphes du chapitre III*, l’auteur s’occupe de la limite d’une 
suite d’ensembles et du produit cartésien de deux ensembles et il mentionne le paral- 
lelisme entre la projection et le petit quantificateur. Ce chapitre contient un grand 
nombre d'exercices grace auxquels le lecteur pourra se familiariser avec le calcul des 
ensembles; le § 16 contient 20 exercices parmi lesquels on en trouve, par exemple du 
genre suivant: quel est le nombre des ensembles que l’on peut obtenir à partir d’en- 
sembles donnés par itération des opérations élémentaires données? 

Le chapitre IV°: Fonctions. Images d'ensembles. Relations, contient beaucoup de 
sujets. On s’y occupe de transformations d’ensembles, de produits cartésiens infinis, 
de relations (en particulier de relations réflexives, symétriques et transitives) du prin- 
cipe d’abstraction, de quelques fonctions d’ensemble (en particulier d’un théorème 
de Banach généralise par Knaster et Tarski, et du théoreme de Cantor-Bernstein 
qui en est une conséquence) et finalement, de la topologie considérée comme chapitre 
de la théorie générale des ensembles. 


Dans le chapitre Ve: Familles d'ensembles et opérations sur ces familles, on étudie 
les corps et les anneaux d’ensembles, les opérations s, d, ©, o, ô, B et A, les classes 
abstraites de Borel, les théorèmes sur la séparabilité (en particulier des formes ab- 
straites de quelques théorèmes sur la séparation des ensembles boréliens et du théorème 
de Souslin sur la séparation des ensembles analytiques), le crible de Lusin et les 
opérations de Hausdorf. La plupart du contenu de ce chapitre se rattache à la partie 
de la théorie des ensembles boréliens et analytiques qui se laisse concevoir abstraitement 
et sans l’emploi des nombres transfinis. 


En general, l’auteur s'occupe dans son livre avant tout des problèmes de la théorie 
générale des ensembles et des familles d’ensembles qui correspondent a la théorie dite 
descriptive des fonctions et non pas à leur théorie dite métrique, c'est-à-dire à la théorie 
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de la mesure et de l'intégrale. Il me semble desirable de compléter ce livre dans une 
prochaine édition par l’introduction de quelques notions et propositions sur les familles 
d'ensembles, utiles dans la théorie de la mesure. On pourrait citer, dans cet ordre d'idées, 
les classes monotones d'ensembles au sens de Halmos?) et avant tout les ensembles 
indépendants au sens de la théorie des ensembles. Plusieurs auteurs, par exemple Fichten- 
holz, Kantorovitch, Tarski, Sikorski, Rényi, se sont occupés de cette notion; 
elle se rattache aux problémes et aux notions du calcul des prohabilites, de la theorie 
de la mesure, de lalgcbre et des métamathématiques. Elle se rattache d’ailleurs aussi 
aux matières traitées dans ce livre, c’est ainsi par exemple que les nombres d’ensembles 
dont il s’agit dans les problèmes cités auparavant ($ 16, problèmes 4—9, p. 70 71) 
sont évidemment des nombres maximum, et sont atteints lorsque les ensembles don- 
nés sont indépendants. 

Il me semble aussi que l’on pourrait développer davantage (vu surtout le titre de 
louvrage) les relations avec l’algèbre. Dans cet ordre d'idées l'isomorphisme des famil- 
les d’ensemble et avant tout le théorème déja classique de Stone sur l’isomorphisme 
entre les corps de Boole et les corps d’ensembles mériteraient d'être étudiés (d'autant 
plus que l’on mentionne dans l'ouvrage les idéaux et les idéaux premiers). 

On pourrait aussi ajouter quelques résultats propres de l’auteur, par exemple son 
étude de certaines opérations qu'il a introduites, et qui sont effectuées sur les suites 
d’ensembles. 

L’auteur cite au début d’un chapitre de son livre le passage suivant d’une note 
récente de E. Borel „Créée seulement à la fin du XIXe siécle, la Théorie des Ensembles 
s’est rapidement développée dans de nombreuses directions. Ses éléments font désor- 
mais partie de la culture générale, au même titre que les éléments de l’Algébre, de la 
Géométrie, du Calcul différentiel“. Assurément, c’est bien cette conviction qui a animé 
l'éminent auteur de cet ouvrage pendant qu'il l’écrivait, comme d’ailleurs au cours de 
toute sa féconde activité scientifique qui dure 45 ans déjà. 


E. Marczewski 


Waclaw Sierpinski, Les ensembles projectifs et analytiques, Mémo- 
rial des sciences mathématiques, Fasc. 112, Paris 1950, p. 80. 


La théorie des ensembles analytiques a été créée il y a 35 ans. Elle a suscité autrefois 
beaucoup d'intérêt pour diverses raisons, et aujourd’hui elle constitue une théorie achevée 
dans un certain sens. Bien qu'aujourd'hui l’on ne rencontre que rarement des articles 
consacrés à cette théorie (ainsi, par exemple, le dernier (37) volume de ,,Fundamenta 
Mathematicae“ n’en contient aucun), il y avait cependant une époque, où beaucoup 
de mathématiciens, surtout en U. R. S. S. et en Pologne, s'en occupaient activement. Ce 
sont surtout quelques problèmes fondamentaux, jusqu’à présent non résolus, qui ont 
suscité un vif intérêt de ces derniers. Aujourd'hui, l’on n’espere plus résoudre ces prob- 
lémes qui sont devenus l’objet de recherches métamathématiques. Il est fort heureux 
que la rédaction de la collection „Mémorial des sciences mathématiques“ a décidé de 
publier un fascicule sur la théorie des ensembles projectifs et analytiques et qu’elle 
a incité à écrire ce fascicule un savant qui a contribué activement à l'édification et au 
développement de cette théorie. En effet, Waclaw Sierpinski a écrit en collabora- 
tion avec Nicolas Lusin plusieurs articles fondamentaux sur les ensembles analyti- 
ques et est en outre l’auteur de quelques dizaines de notes et d’articles sur les en- 
sembles projectifs et analytiques. 


rem B. 
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En lisant ce fascicule un mathématicien non spécialisé, et même un étudiant, com- 
prendra aisément les origines et l’essentiel de Ja théorie. L'auteur s'occupe surtout des 
ensembles analvtiques et projectifs dans l’espace euclidien. Les ensembles projectifs 
sont définis comme résultats de l’itération de la projection et de la formation des complé- 
mentaires à partir de la classe des ensembles ouverts. Bien que l’ouvrage contienne 
une revue systématique d’un grand nombre de résultats, ce sont seulement les thiéo- 
remes à la fois simples et fondamentaux qui sont exposés avec leurs démonstrations 
completes (par exemple le théorème d’existence des ensembles d’une classe projective 
quelconque). En utilisant la méthode de Kuratowski et Tarski, l’auteur explique 
le rôle de la notion d'ensemble projectif dans les mathématiques: tous les ensembles 
définissables sont projectifs et l’on peut évaluer la classe projective de l’ensemble à l’aide 
de sa définition écrite en symboles. L’auteur mentionne plusieurs problèmes non résolus, 
par exemple celui de l’existence d’un complémentaire analytique de puissance N,, ou 
bien celui de l’existence d’un ensemble non mesurable (L) qui est projection d’un com- 
plémentaire analytique. L’auteur cite plusieurs fois les résultats (publiés en général 
sans démonstrations) de Gödel sur la consistance dans certaines hypotheses, par exemple 
dans l’hypothese de l'existence d’un complémentaire analytique linéaire et non dénom- 
brable, dont aucune partie n'est parfaite. 

L'ouvrage contient deux chapitres, dont le premier (p. 1—27) est consacré aux 
ensembles projectifs en général et le second (p. 28—78) aux ensembles analytiques, 
aux complémentaires analytiques et aux projections de ces complémentaires. L’auteur 
fait des remarques historiques intéressantes sur l’origine et les premières phases du 
développement de la théorie des ensembles analytiques. Il rappelle que Souslin est 
parvenu à la notion d'ensemble analytique, ayant découvert une faute chez Lebesgue; 
celui-ci avait affirmé, notamment, que la projection du produit d’une suite infinie 
descendante d’ensembles plans était toujours identique avec le produit de leurs pro- 
jections. L'auteur accentue aussi les grands mérites de Lusin dans le développement 
de la théorie des ensembles analytiques et il cite tous les ouvrages importants qui con- 
tiennent cette théorie. Signalons d'ailleurs que, bientôt après la publication du fascicule 
de M. Sierpinski, a paru un article interessant de W.J. Arsenin et A. A. Liapounoff 
intitulé La théorie des ensembles A (Uspiechi matem. nauk. tome V, fasc. 5, 1950) con- 
tenant les démonstrations détaillées et embrassant moins de problèmes. Les ensembles 
analytiques sont définis dans l’ouvrage de M. Sierpinski comme noyaux de systèmes 
déterminants, comme projections des ensembles Go et comme images continues de 
l'ensemble des nombres irrationnels. L’auteur établit l’équivalence de ces trois défini- 
tions et il esquisse une démonstration de son théoreme, d’apres lequel les ensembles 
analytiques linéaires sont identiques avec les ensembles des valeurs des fonctions con- 
tinues d’un côté déterminé (du côté droit par exemple) et aussi avec les ensembles des 
valeurs des fonctions semi-continues. I] y a leu de rappeler a cette occasion qu’en 
utilisant ce théorème de M. Sierpinski, S. Kierst a obtenu le beau résultat suivant: 
les ensembles analytiques plans sont identiques avec les ensembles des valeurs asympto- 
tiques finies des fonctions holomorphes dans un cercle 2). 

On s'occupe ensuite de la décomposition d’un ensemble analytique et de son complé- 
mentaire en N, ensembles boreliens disjoints (constituantes); ce probleme se rattache 
a une étude de la puissance et de la mesurabilité des ensembles de premieres classes 
projectives. Le théorème de Souslin sur la séparation des ensembles analytiques dis- 
joints par des ensembles boréliens et le théorème de Lusin, d’après lequel les ensembles 
boréliens sont identiques avec les noyaux de systèmes d’unicité, sont cités sans démon- 
strations, mais on en déduit quelques corollaires simples: du théorème de Souslin 
il résulte immédiatement que, si un ensemble est analytique en même temps que son 


1) Fundamenta Mathematicae 27 (1936), p. 226. 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 215 


complémentaire, ces deux ensembles sont boréliens, tandis que le théorème de Lusin 
entraîne le fait que l’image biunivoque et continue d'un ensemble borélien est aussi 
un ensemble borélien. Il est curieux que cette proposition importante, bien quelle 
concerne des ensembles boréliens seulement. ne peut être démontrée qu'à l’aide de 
la théorie des ensembles analytiques. 

L'auteur s’occupe dans un paragraphe intéressant de la classe projective des images 
géométriques de fonctions et il fait une étude assez détaillée du probleme de l’unifor- 
misation des ensembles analytiques et de leurs complémentaires. Ensuite il expose la 
théoric du crible de Lusin aves quelques généralisations, en mentionnant la théorie 
des fonctions analytiques des suites d’ensembles (Kantorowitch et Liwenson). 
Dans un des derniers paragraphes l’auteur s'occupe des opérations de Hausdorff et 
il explique leurs relations avec l’opération .1. 

L'ouvrage s'achève par une revue de problemes qui, bien que relatifs anx ensembles 
ct fonctions tres simples, conduisent cependant d’une façon naturelle aux ensembles 
analytiques non boréliens ou même aux ensembles de classes projectives supérieures. 
A cette catégorie de problèmes appartiennent en particulier: étude des propriétés de 
l’ensemble des distances entre les points d’un ensemble plan, le probleme (d’Urysohn) 
de l’accessibilité linéaire d’un ensemble plan, l’étude des propriétés de la limite d'une 
fonction de deux variables où l’on a effectué le passage a la limite avec une variable. 
L'auteur cite aussi des exemples simples de classes d'ensembles qui sont analytiques 
et non boréliens dans l’espace des ensembles fermés. Grâce à une grande variété des 
résultats cités et a une exposition intéressante de ceux-ci, l'ouvrage de M. Sierpinski 
servira comine excellent guide dans la théorie des ensembles analytiques et projectifs. 


N. Hartman et E. Marczewski 
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A partir de l'annee 1954 le journal > Annales de la Société Polonaise de Mathe- 
matiquee sera publié sous le nouveau titre »Annales Polonici Mathematici«, Le 
périodique »Annales Polonici Mathematicie constituera la continuation des »Annales 
de la Société Polonaise de Mathématiques et va paraître chaque année. 

Le premier volume des »Annales Polonici Mathematici« sera envoyé aux Rédactions 
des périodiques qui recevaient jusqu’ici les »Annales de la Société Polonaise de Mathé- 
matique« en voie d'échange. Toutes ces Redactions sont priées de continuer l'échange 
sous l'adresse 
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Warszawa 10, Sniadeckich 8 (Pologne) 
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